MATHEMATIQUES (options scientifique, économique, technologique et littéraire B/L)

Les épreuves orales de mathématiques concernent les candidats admissibles dans les options scientifique,
économique, technologique et littéraire B/L. Sur chacune des 4 sessions de 4 jours, ces épreuves ont
mobilisé 3 a 5 jurys par demi-journée.

1. Procédure d'interrogation
Le sujet propose aux candidats comprend deux parties:

* un exercice principal préparé pendant 30 minutes et portant sur l'une des trois parties suivantes du
programme: algébre, probabilités et analyse. De plus, une question de cours en rapport avec le theme de
I'exercice fait partie de I'exercice principal.

* un exercice sans préparation portant sur une partie différente de celle de I'exercice principal,
permettant de tester en temps réel les qualités de réactivité des candidats.

Rappelons que dans tous les cas, chaque candidat est interrogé en probabilités, soit au titre de I'exercice
principal (20 a 25 minutes), soit a celui de I'exercice sans préparation (5 a 10 minutes).

2. Résultats statistiques

Par option, les notes moyennes obtenues sont les suivantes:
 option scientifique (441 candidats): 11,32 (11,52 en 2011)

e option économique (173 candidats): 9,77 (10,42 en 2011);

* option technologique (17 candidats): 12,59 (11,92 en 2011);
e option littéraire B/L (14 candidats): 10,71 (10,53 en 2011).

3. Commentaires
A l'issue des épreuves orales de mathématiques, on peut tirer un certain nombre d'enseignement:
Option scientifique

Le niveau général est bon, comparable a celui du concours 2011 : les notes s’étendent entre 3 et 20 et
I’écart-type de 3,72 révele une discrimination relativement élevée entre les admissibles.

Il y a quelques candidats excellents dont les exposés trés clairs, concis et exhaustifs s’appuient sur une
argumentation pertinente qui leur permet de prouver les résultats attendus.

Il est manifeste que beaucoup de candidats se préparent sérieusement a cet oral de mathématiques : les
prestations sont essentiellement orales et le tableau n’est utilisé que comme support de 1I’exposé.

Option économique

On assiste cette année a un décrochage du niveau des candidats de cette option par rapport a ceux de
I’option scientifique. Cette rupture est confirmée par la baisse de la note moyenne qui passe de 10,42 a
9,77.

Les observations relevées 1’an passé restent non seulement d’actualité mais tous les points négatifs se sont
renforcés.

Les concepts fondamentaux sont peu maitrisés et font parfois 1’objet de graves confusions (fonction de
répartition et densité, « dimension » d’une application linéaire), le cours n’est pas bien assimilé (méthode
des rectangles, définition de la convergence d’une intégrale généralisée), les explications utilisent un
langage mathématique trés approximatif qui nuit a la rigueur de I’exposé, les techniques de calculs
élémentaires font souvent défaut (limites de fonctions) et les confusions entre condition nécessaire et
condition suffisante se sont accrues : on retrouve les lacunes non comblées héritées du secondaire.
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La présence de quantificateurs dans un sujet revét souvent pour les candidats, un caractere purement
« decoratif » tant ils sont mal utilisés voire ignorés.

On note enfin dans ’attitude de nombre de candidats un degré de maturité assez faible qui se traduit par
une certaine difficulté a se concentrer et a établir des liens entre les questions d’un exercice, et par une
prise d’initiative trés « timide ».

Option technologique

Les niveaux des candidats sont assez disparates, les notes s’étalant entre 6 et 20 avec un écart-type élevé
de 4,09.

Option littéraire B/L

Les résultats sont encore plus contrastés que ceux des candidats de 1’option technologique : sur les 14
candidats admissibles présents, la moyenne est de 10,71 et s’accompagne d’un écart-type trés élevé de
4,53. 11 est fort probable que le choix de I’épreuve a option de I’écrit (sciences sociales ou
mathématiques) constitue 1’explication majeure de cette dispersion des notes.

4. Remarques

Les remarques formulées dans le rapport du concours 2011 restent valables pour 2012.

Le niveau de connaissances en probabilités est plutdt bon en option scientifique et acceptable en option
économique. Dans ces deux options, on observe des progres substantiels en algebre et un déclin des
connaissances en analyse (les études de fonctions et les représentations graphiques restent préoccupantes).
Enfin, les candidats « massacrent » allégrement 1’alphabet grec, trés employé dans les notations
mathématiques, avec des confusions de lettres quasi-systématiques.

Le jury recommande aux futurs candidats d’éviter de réciter a 1’oral des recettes qu’ils ne maitrisent pas :
méme si elles peuvent parfois faire illusion dans un probléme d’écrit ou la part d’initiative personnelle est
réduite, ces phrases ou ces formules apprises par ceeur et qui tiennent lieu de « prét-a penser », passent
difficilement le filtre de 1’épreuve orale.
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Les sujets suivants, posés woe endidnts des options ssentifique, Ssonomdqoe, techmologigoe et Gttéraine B/L,
canstituent un échantillon des sajets proposés lors des dprevves omles du eooeours 2002,

1. SUJETS DE L'OFPTION SCIENTIFIQUE

Exarcioe principal 58

1. Cheestion de cours : [MAnition et propriébés des fonetions indicatriees des parties d'un ensemble.
Pour toute partie A C N, on note 14 ks fonction indientrice de A zlthpléln:mhtd:.i&m M.

k
2a) Mantrer que paur mtrﬂ:;ﬂ,hﬂiﬂtmg&&ﬂ#mm@e.

o k
On pose nlors < 52(A) -E%
= :

b) On suppase qoe A © B. Comparer §_(A) et 5.(1).
o) Un sappose que AN F = §. Expriaper 5;( A0 B) en fonetion de 3-(A ) et S:(5).
o) Colealer S-(@), Sz{N) et pour toat pe N, S:({p}).
3. Om muppose désormais que 1 <0, In 2.

b=k
= TN k!
b} Sait A et B deux parties de N telles gque AN 5 = B
Mantrer gque si A n'est pas vide et = le plus petit 8ément mi de A U appoartient & A, adors :

m
n) Etablir pour tout m £ M, Finégalité stricte - -:%

S H) = % & 5[4}

En diduire que 5i Sp(A) = S(0), alors : A = B =
o)) Montrer que applisation A «—+ 5;(A) est injestive.

Exercice sans préparation S8

Sait [Ny lneis une suite de wrinhles aléatoires indépendnntes, définies sur le imémne espasce probnbilis |'l!|'.|!,,4: F'_:l
et e mime loi uniforme =ar |0, 1).
=

On pose pous taut n € N° : Xp = [0 ot Yo = (2Xa)¥™
=l

Mantrer que In suite de varishls séatcires {(¥5)), ., coverge  lo vers une mrishle fléstoie doot oo
présisern by loi.
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Exarcica principal 59

1. Ceestiom de sours @ Sammes de Rimmanm

Hoit 7 un entier supérienr ou égnl i 2. Une ume contient des booles momérotées de 1 i n; on effectoe dons
cette urne des tirnges aléstoires suepessifs d'ane boule aver remise. On oote X, Xq .. les miménos sopeesifs
chitemus et on sappose que sette expérimes est modélisée par un epace probabilist (1.4, F).

(Um mote ¥ le mog do premier tirege poar kequel le moméro de In boule tivfe et sopérieur oo égnl @ X, sous
réserve quiun tel mondro edste,

2. Poar tout extier & 2 2, an pose © By = [Xp < X|.

n} En utilisant In formuale des probabilités totales, saleuder FEs 0By o .n Biyl-

e
bjMuumqunP([']m) =,
k-2

o) Choe peut-on dire de Pensembibe des @ éments w de 0 pour bsgquels ¥ {w) miste? On admet désarmais que st
ensernhle est confonda ovee £1.

Jd.a) Mantrer que pour toat uiil:rr.u;1,|:l:n:F[}"—m+l|—lnE[1—ln}{—:}“_:.
i=0

m
1
b:lel.ﬂ:rqm‘.I"ndm:tuneupémnnnﬁ'l}]"}dm.nﬂepu:ﬁ'l:‘]"}-1+ET.
i=1
4. Om ne camsidire plus Ventier n fxé ot on note désormais 1™ ks variable sléntoire notée précédemment
n} Caleuler pour toat entier m = 1, Imll P¥™ e 1]
Lo B ==

b} En déduire que In smite [T"']";meugcml:immmue nbéntoire diseréte qoi n'n pas d'espéranee.

Exercice sans préparation 59

Zait moum entier sopériemr ou égol i 2. Scit [F = (@), 0z, ... ,8q) € K" pvee K = B ou O On suppose quoe a; 0
ot oy o 0L

o o ... 0 ay

o o ... 0 o
OnposecAd =| - .0 "o - . .

oo ... 0 a,,

ap 9z ... dp-l Am

1. Om suppose que K = B hstifier que A est disgoonfisable. Caleuler les wmleurs propres de A.

2. On suppese que K = . Montrer que A n'est pas nécessairement dingomnlissble.
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Exercice principal S12

1. Cheestiom de cours @ [MEnition et propoiétés de b fometion de répartition d'ane varinble aléstoire & den=ste.

Sait X 1ume vorinble aléntoire qui st ks loi nonmale centrée réduite de densité § définie pour toat © < B par
1
fiz} = ﬁg'*f’, et de fonction de répartition ©.

2. Montrer que X sdimet des momments de tons ordres et &ablic pour tout entier masturel n, ks foromle -
L] w5 m et iEnpanir

m ] . .

E[I}—{% si m = 2p est pair (p € M)

Ja) Montrer que pour toat a = 0, Fintégrale ji:::_f[:]ﬂﬂ:]d:ulmgul:. On note alars pouar touat
o

=1
a0 Fla) = Jr:l- = fil x)P o ez,
b} Exprimer pour towt o > 0, Fla) en fonetion de o
4. Spit 0 un réd strictmment. positif fxé. On définit In foestion g =ar B par @ gix) = 2 [z} ax]).
o) Vérifier que g peut ftre considérée comme une densité de probahilité d*me smrisble aléatoire ¥
b} Colealer E(Y ) et exprimes In wrinnes ¥ (Y ) en fonetion de a.

Exercice sans prédparation 812

Sait E[{,}] un espase soclidien o soit § un endomorphisme symétriqee de E. On soppose Vexdstence o o
eonstante réelle o 2 0 telle que ¥ e E || fix) [|=e|| T |-
Moantrer que [ = o idg.
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Exarcice principal S16

1. Cuestion de cowrs @ Loi de ln soenmme de deux wrinbles nléatoires indépendantes, dons be cns od les deoa
wvarinbles sont i wnleurs deans M et dans le s ol elles possident une densité.

2. Sait ¥ et & deux varinbles nléstoires indépendantes défindes mur b= méme espace probabilise LILA,F_:] o
saivent respectivement ln koi exponentiells de paromittre 4 = 0 (f'epéranee 104) et In loi exponenticlle d
parnamitre i 2= 0 [ espérnnes 1 0s]).

n} Doomer ane densité de —Y.

b} Om pose [} = & —1 . Doomer une demsité de 0.

e} Cobmaler PIY o T).

Pour rentier sapérienr oo égol & 2, soit Xy, Xa,. .., X, nowrinbles aléntoires indépendantes défindes sar le méms
mpace probabhilisé (12, 4, F), strictement. positives et telles que poor toat & € [1,n], X, suit ks loi exponestiell
e parsnitre § = 0.

4 O peme @ L5 e inf{ Xy, X, .., Xn).

o) Identifier In lod de £

b:lﬂq:it_;imetiurﬂmuEd:[]:nl_Enmjlhantln\uﬂulleul&mhtfj— 'inil' I',GJELIH'P'I:U—I’}.
ecjin].gx)

c) lnmiul:l:nl&ntuim.l’,—ﬂ-ut:ll:ﬁ.dnzﬂl&?ﬁﬂél:?

. 1
4. On pase : ¥ = sup(Xy, Xa, ..., Xa) et pour tout j € [1,n] : X] = —Elu[l—e_“:’}.

n} Momtrer qoe les vnrinbles aléntoires X7, X7 ... X sont mdépendaertes et s chasrune In érme bai qs
les varinhles aléntoires X.

1
bﬁEh:.déd.:ﬁlequep-nurlnﬂiEll,nl:P‘l:i’—Iﬂ—;.

Exarcice sans prdparation S16

Sait m= Moot Fh le polynome de g [X] défini par Po(X ) = X" + 1.
Pour quelles wleurs de n, Py est-il divisible par X2 +17
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Exercice principnl SZ0

1. Chestion de sours : Thearéme de ln Bmite contrée.

Eait {XpbneNe ume soite de wnrinhles alfastoires cerées réduites défindes sor e mémmes smpoee probabilise
{I::I:A.F],' dfpesulantes, de mé bempitd de probaohbilité, et admettant des moments Jusga'i Pordee 4.

1 = 1 =
Elnp-uuepl:!u.rl.-ul.ltntfﬂ"‘:T"—:Exkct'}’l—;:f;xz.

2. Pour tout m € N*, oo note miy le moment dordre 4 de X
n} Muootrer quees my o= 1.
1 =

b} Um poss pour tout o M Y] — E[_Jff—i}

W mlm, — 1) i
Justifier ln convergence en bai de ks saite (Y jnepe vers In boi mormale &0 1)
A Pour tout mo& N°, on pose @ L — %I‘;_
Cobmaler E{LiL] et m dédnire In coovergenee e probabilitd vers 0 de ln suite de wocisbles alSstoires (D ines-.
4. Om note @ ks fonetion de répartition de In loi mormale &[0, 1) Soit © ot © deux réels arbitraires soee £ o O
n}ﬁubﬁ:l'mcudrunmt:F[Y,‘ mrs P, Uns )< PIY) <€ x+o)+ Pllfn 2 o).
b)) En dédaire Pecistemsess d o eotier &, tel qoe pour toot 2> 8, onon

Br)—cs PY, U, x)s®zx+e)+r
e) Qe peut-on en conelare poar e soite (Y7 — D neda. T
5. O peomse pour toat o< MY :El—\'TIEEIL[XE—In:IE— -
Déchsire des pémsltats précédenes, la limite en loi de b mite (o bt -

Exarcice sans prdparation
Zait E Pespaee vectoriel des fonctions contimmes sar B . Soit T applimtion qui & toate fooction § © E | nssocie
ln fomction F = T'{ [} défnde par : FI] = {0} et ¥r = 0,LF{x] = éj‘_f[!]#.
L]

1. Montrer que T est un endomorphisme de E. Est-il injectf ¥
2. Déterminer les réels A ot bes fomctions | vérifinne T f) = Af.
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Exorcice principal SX3

Boit m € MN° «t [ une fooction de B™ dons B, On dit qoe [ est conrers 51 ot seoloment s :
Whe [o1], ¥ixy)e (BY)®, flAx+ (1 — Aw) = Aflxd+ (1 — A)fiy)
Om mmmit B™ de sn strocture soclidienmes gmoells ot on mote () son produdt senslsire canoemique_
1. Qumtion de cours @ Développement limité d'ordre 1 oo poiot a © B™ pour e fooction | de classe ©7 sar
H".
2. Boit [ et [ deux fonctions de B™ dens B convexes of o < B
n} Les fonetions suivmontes sont-elles convexes @ ) + fo, afy , ming fi, ) et mox| i, f2)7
b Lomsgue i = 1 a-t-an fy o fo coovexe T
A Spit f une fonetion sonvexe et de classe ' sur BT
Pour toat (x, k) < (R")%, soit g x ln fooction de B dans B definie por - g-aft)] — fix + thl
o) Mootrer que gr h st comvexe sur B
b Montrer que ge p est dérivable sor B, Exprimer poar tost ¢ € B, g7 4(t) en fosction des dérivées partielles
abe f :
¢} En déduire que ¥iz,y) € (B™)® , (¥ fizl.y — =) £ Flp)— fiz) vi Tfiz) et be grodient de § m .
) Sait @ un point critigue de . Mootrer que f admet un mimiomen globnl oo point .
4. [hans cette question, soit A one matrice symétrigque réelle d’ordre noet soit f ks fooction de B™ dons B défnie
1
par : fiz) — —{Az, ).
n) Vérifier que [ est bien de classe ' sur B®. Montrer que - ¥z £ B®, Yz} — Az,
b En dédoire que =i [ est convenes, alors toutes ls smleors propres de A sont positives

Exarcice sans prdparation 523

Zait X ume varinble aléntaire difiné: sar an espuee probabilisé (0, 4, P, wérifiace b= conditions suivmote
» FIX —=0)=0;
o P[X =0) = ex =D
" 1= = a

"Fi_[;uﬁ-x!:.:}—{ﬂ © :i:ﬂ aver 4 2 0

l—e ™ wzxwi
- Fxeaf—x == - {1 gee
1. Dterminer In fonction de répartition de X .
2. La variable sléntoire X est-clle & densité ¥
3. Etnblir Pexistense de £{ X ) Calenler E{X ).

avee b o 0.
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Exarcice principal ST

1. Cheestion de cours = Ordire de multipcité 'ume mene d'm polynibome.

2. SBoit P e C[X| défini por - P{X} = X7 — X% — 1.

n} Mootrer que toutes b= mones de P sont simples

b Montrer quoe F admet mune mane réelle, notée b, ot deax mecioes complexes conjugoées, notées 2 et .
¢ Colmaler b= produit &= 2. Coonparer b et [z

Pour ot m € N, on note § une partie de [1, »] qui poside In propriété soiynnte sips S nplompt+1let p+ 2
n'appartiennent pas & S ; on dit goe 5 est une " partie spésinke” de [1, n]. Por exemple, Pensepbile vide st ane
3. Pour tout n € N°, on note 3, b= pombre de parties spéciales de [1,1] et on pose £ = 1

o} Calouler £ | &y et 2y

b Maonirer qoe pour tont € M, oo & fagy = tn - tnge.

4. Scit ¥ Pemsernbile e maites réelles (v, )y oy définies par : (v, v 5] € B et pour toat no€ Ny vy 3 — B+ 0.
n} Mootrer que ¥ st un espoee vectorie].
b Déterminer In dimension de ¥ nins goone base de ¥

1 1 1

E}E-uit.ﬂ'lnm.n‘h'i-c:d:MﬂE':ld.Eﬁui:pu::.E—{b = .:Hi.

Ve == =)
o} Mootrer que ks mastrice M est ioversibile.
b Qroclles sond les soites geométrigqoms de V7
«) Soit @, J ot 7 des constantes complewrs telles quoe @ pour toot € M, of™ + 32 + @™ - 0.
Aantrer que of == B e - 0.
d) En déchgre gqu'il mdiste une constante réelle A et une comstante complexe § vérifinot pour toot w € W
bn = AB™ + Hz™ + Ba™.

Exarcice sans prdparation 827
Sait X ume wrinble aléataire i densité définie sar un espaee probobilise (12, 4, F) telle goe X{02) < Bl

1
1. Om suppose quoe s varisble sléntoire X +Tnﬂmetm='p-érmhlnnuuql.lex ndmet 1me EEpS T
2. La réciproaquee est-clle vonic ¥
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Exercice principal S28

‘Snit p un poramitre réel inconou vérifnet 0 - p o 1. Powr m o< N°, soit X, Xz, ..., Xn, 7 vrnbles aléntoires
définies sur un espace probobilisé (00, A, P), indépendantes ot de méme loi de Bernoulli d'espérnnee p.

— 1
On peme pour ot mo& 5§Y @ X —:Exggnnmtcﬂ'[x)ﬁ:pérmdﬁmc1nﬁnhlzuléunﬁnx et exp ln

k=1

1. Question de cours - Rappeler comment Pinggolité de Bimaymé Tehebychey permet de définin i partic de X,
m imterwmlle de confismees de mAsquee o (< e o 1) pour le prromitee @
2. Spit f In fonction de B dons B définie par @ f{t) = —pt % il — p+ pe'l

1

o) Mootrer que [ est de casse ©F sur B et que sa dérivie seeonde wégifie - e 2 0, _,F"'"l:l:}-s;?
tﬂ

b Montrer Ll’-.id-r:d.’“tmcfmmul-:ﬂcTn._'.rhrqu:p-nurlnmt;:ﬂ,nm.n.:ﬂt:li.i-

2
¢ En déduire que poar tout & 2 0} et poar tout k< [:I:nl,nm.n:E{Eq:{t[IE —p]}j :;-n‘p{%:}

Jda) Montrer que 5 5 ot une varisble aléstoire diserite fioie i valears positives ot @ un réd strictEament. positif,
ooms: P[5 za) = ﬂ
a

[=}] A Paide des questions Z.e) et 3.n), ftablir poar tout conple (¢,c) € (B )%, Vindgalité :
P, —pbr}ﬂup{—tﬁ%]
) Mantrer quoe paour toat © 2 0, oo s P[X,—p 2 c) 5 2 exp{—2nsT).

4y En dédaire un intermlle de confiames de risgoe o pour be paornamssére p et comparer sn longuenr, lorsguee o st
proche de 0, i celle de Pinterwlle de confiance demnandé dons o question 1.

Exarcice sans prdparation

Pour n & N*, on considére Pespoee cuclidien B® mmmi de son prodhot sealnire eanonique. Sait B o By deox
bases orthonormées de B™. On note P = (puy 154 s matrice de passage de o base B, i ba base B
1. Exprimer FF~! en fonetion de P

|
E P‘.\‘| o m.

EESR L]

2. Eznblir Pinégnlits :
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Exarcice principal S3E3

Tomtes les variabdes alénfcires gui miere i dons [ 1 Jmﬂﬂﬁ@:wmmmﬁnﬁﬁl![ﬂ,.&,?}.

1. Cheestion de cours © Soit (e beeN Bt [(Onineg deme soites de récls strictemestt positifs

FEnppeler ks sipnifiention de In relation @ o, o= ofug ).

Montrer gque si O = oy} ot 5i b série de termoe pénérnl uy est convergente, by série de terme géndrnl v, Pest
]

fom
=i et que 'onon : EE-G{EH.E)-
k=n =
2. Spit o un réed stricterment positif
- 1
a} Etablir ks relation : e~ —a(?:l.
b) En diéduaire Pexistenes d'un réd o, ot 0" ime wrisble sléntoine X, b wnbeors dons B6* telds goe
Ve N, P{Xa —n]) - cae"

) On sappaose qoe o= 1.
hientifier ks loi de X; ot caleuler pour tout = < N*, In probabilité conditionnelle Fx, zm) (X 2 m + 1)1

4. Om suppese dans cette guestion que o = 1 et on loi pssocie X comme en Z.bj.

n} Etnbilir ks relation : e~ /23117 _ gie=n® _ amindliT)

b} A Foide du résultne de ks ogoestion 1, éablic poar tost e B*, ln relation : F{|[Xa 2 nt1]) = o{ P([Xa = n])}.
) Mantrer que_ Em_ P _ze([Xa = m+1]) — 0.

w4 0o
4. On suppose dans cotte question que O < o «c 1 et o hd associe X, comme en 2B
o} Calouler  Em pl=1= |:_-=_’- —-e_l’ul-]
n— oo )

b) En déduire _ lim Py po (X, 2 n+ 1))

L

Exercice sans prdparation 533

Sait IF ln matrics défnie par : D — _D’ E.

[hiterminer b= matriees A < Ao (R) qui verifent A7 — 204 — .
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Exercice principal 534

1. Question de cours : Donner deux conditions suffisantes de dingonalissbilité d™une motrice de Adn [(R).
Dnns b= deax cns, préciser les proprétés des soos espoees propres.

E4
Dnns tout Pexercies, on associe b toot vecteur w — (r g,z ) € BY la matrice eolonmes [T — (y)
=

—Bb & @

Om considire des rédds o, b ot & strictement positifs ot lu.m.u.tric:.-i—‘lrb —a r_"\.

1I,.u L] —a_j
2. Moptrer que Papplicntion ¢ définie mur BT « BT, & wboars réelles, telle gue win, v) = AV est une forme
- e
dm) Soit uo= (1,01 et v= (1, 1,1} Ddterminer b= signes de @fw,u) et wr, v) respectivemnent .
L'application o est-clle un produit scalaire sar B 7
b} Mantrer gue A et une valeoar propre strickement positive of mne volear propre strictement négntive.
[(on e cherchirrn pos i bes ondeuder)
4. Soit [ ln fonction de BY dans B définie par : f(z,pz) = el + pe& + ze™
o} Mootrer quiim poing ertiques (F,9, ) de F vérife b conditions - T TT = —1, T 0, Fo et To 0
Donmer un point eritique de f.
b} Justifier I'existence du développement Bmité i Pordee 2 de f en un poing eritique., ot éerire oe dévelappement.
¢} La fonction | uimet-elle um extremum boeal 7

Exarcice sans prdparation 534

Eait X ane wrinble nléntaire définie muor un espace probabilisé (1, 4, F), suivaot s loi de Paissen de poromistre
Az D

1
1) Montrer quoe paour toot entier e = A — 1, onn - PIX 2 n) = F[I—n]x%.
b En déduire que PX = n) n-r:“.Pf_?f—ﬂ}.

n—i

2. Montrer gue PlX = n) - -u{F'[I - :1.]} lorsmque 8 temd vers oo,
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Exercice principal 336

1. Question de cours : Contimsté d'ume fonstion réelle dime wmrinhle réelle

. . n—1
!‘.Gl:l-:l.EEnltlnmtc[u“},..;u-]:-u::p-m.lrt:-ﬂnﬁ]‘i',u-:m:u,}-TEtu“E]'ﬂ',:rl.fﬂ].
o} Moatrer que ls suite [y, ;. =t convergente et diterminer s limite.
bjﬂﬁmmmﬂﬂmqﬂunmﬁ? lomsque 1 tend vers +o0.
A4 O note & ba fonetion de répartition de 1o lod u:lr::keui:&réinilertﬂp In fonction exponentiells
Sait f ba fometion définis sur B pn.r:,r'[r:l—urp[T) (1-®(x)).

i) O pose pour toot £ 002 &) =1 —Eln:.r}——:e!_ﬂp(-'l;). Dhiterminer le signe de #1).
b) Colmaler fi{l). Montrer que f est décroissante ot bormée sur B

d.a) Etablir ln comvergence de l’il:l.ég.rnl:Jlr 1_.1": = dr et endeuler eette inbégrale. En dédiuire bs comvergenee
o

o=
derinus_;mkf Eﬁgﬁ;mmhﬂmm@m
o
eV e ()
o Tid
Montrer que In suite [Kn oo =t comvergente et o poor Bmite 0.
e} En déduire ls somvergenes et In lmite de ks site (T cx.-

b} On pose poar tout me M @ K -

Exarcice sans pridparation 336

Soitn e N et A € Ma(R).
1. Etablir Pexistenss d'on polynime non ml F e B[X | tel que Pld) =0
2. On muppoae que bs matrice A et inversible, Montrer que A~! s%éerit comme un polyname e A,
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Exercice principal 539

1. Question de cours : Sos-mspaces vectarieds sopplément nives.

Sait B Vespase vectoriel réel des fonetions cotimoes sor B et Eq le soos-ersemble de E constitof des fanctions
cuntinues s'nomalant en 0.

Sait ¢ €, 1] ety : Ey —+ Eq difinie par - ¥ © By, ¥o e R, @i f)iz) = fiz) — fliz).

2a) Mantrer que Ey est um sous-spase veetoriel de E ot gqoe g st on endomorphisme de ;.

b) Diéterminer un soos-sspaee veetorie] supplémentoire de B dans E

) Montrer que I'endomorphisme @, est injectif.

4. Soit 5 ume fonction de Ep telle que - 3K = 0, ¥, y) £ EEI |giz) — piy)| & K|z —pl-

n-1
u) Soit f € K vérifiant @, f) = g. Montrer que :¥n e N°, ¥z B, ﬂ:}-zg[:iz] + flenx).
[ =]

foc
En déduire que : ¥z £ B, fiz) =Y gitfz).
=]

b) Montrer quoe g mimet un mique antérddent poor (.
4. Troaver Penserghle des fonetions | < E; tellm que : Yo e B, f(z) - 2f(tx] + f(ti%s) = x.

Exarcice sans prdparation 549

Les wrinhles aléstoires st définies sur un espace probahbilise (11,4, P).

Soit X une wrinhle sléataire qui soit In loi de Poisson de F-:u.ur'l:ej.l:-ﬂ'et sait ¥ une wrinhle aléntoire
i.ndép:nd-.:l.ede.l.'tulkqu:}’m:l—[i:ihf?[}’-1}-P|:T-2]-E.Dn|:me:2-.1"]"'.

1. Déterminer ln Joi de Z.

2. Quelle est In probahbilité que £ prenne des wmbeors paires ?
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Exercice principal 540

1. Cruestion de eours : Comparsison de séries & terms positifs.

n+t+2 .

Itk
m

Sait (U sk In suite récdle définde par: wo =1 o8 Yo E N, tngg =

?.ﬁahtmfmntiumﬂiynﬂp-um nrgUmnent un entier ﬂt‘tl’m‘b‘ﬂj‘.ﬂtzut-
k=n
(n+ 1 un g
i TR

n} Rappeder le développement limité & 'ordre dewux ao voisinage de O de z+—+ Inji + ).
1 5

Montrer que Inwy, = {x+ 1)n I+—}—I:|:|.(1+E .
n

Paur quelle nl-:u.rnm du rédd o ln série de terme générol Invy est-cdle comergente 7

c
b) Expliciter % Inrg sars signe et en dédhsire qu'il existe un réel strictement pusitif C tel que un - —
k-1

A Spit @€ R. On pose poor tomt ms B¥, vy =

lorsque re tend vers +oo. Q'en déduit-on pmrh:ériczun?

n
o) Justifier I'existenpe d'un réel strictemmt positif 2 (indépendant de n) tel que ¥r < N, Ehi g Dw Jn

k
- n+il n+l n m .
ia) Etnhlir pour tmlmﬁn’uﬂmln,hmhﬂmzizku+izug-2Eh|¢+?zui.
k=1 k=1 k=0 k=1

}om
b} En déduire ls valeur de % tn.

Exercice sans prdparation S0

(n considére une varisble akéatoire X définie sur um espaer probabilisé (3, 4, F), qui suit ks loi usiforme sar
le segment |{), 1].

Deiterminer tmites les fonetions g contimess et stristement manotomes de |0, 1] sar g}, 1) telles que o wrinble
nbéntoire réedle ¥ = g X ) suive ba loi exponentielle de pormmétre 1.
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Exercice principal 242

1. Question de sours :Eﬁﬁniﬁnndelnum-ri-n::etdum-eﬁnimtd:u:nﬂuﬁnnlin&ﬂpx:r de deax wmrinhles
nbéntoires diserdtes X ot Y, prenant chumne o moins deoax wleurs avee one probabilité strictement. positive.
Inlitpaer dans quels ens py y wut 1 ou —1.

Dans dout Uezercice, n désigne nn entier supérieur on dgel 4 &

-

L Poar r € B, soit M, In matrice de A (R} défnie par - W, =

_|
H o o s o
EEEIE . |
I B I |

r
o} Mootrer que (1 —r) est une valeur propre de My et détemminer In dimension du sos-spsce propre nssocé,

b} Trouver une matrice dingooale seenhinble & A4
) Pour quelles wlears de r, Papplieation [z, y) — X MY mst-elle un produoit senlbsire sur B* 7 (X o ¥ désignent
les matricrs-cobonmes doot les compesantes sont celles des vesteurs © et y dans In base canonique de B™)

3. St &y, Fq, - - Ep, 0 varisbles aléstoire diserites difinies sur un sspace probabilisé [0, 4, P}, indépendantes
=

1
ctpmédm:ttnﬂumnrilnﬂéﬁnleil.ﬂnpm:f-;‘zft.

k-1
o) Caleuler pour touat o € B, ba mrisnes ¥(E; + o) et ln cowmrinnee Covld ) + o, o + o).
b} Montrer que por teat o € B, il existe un réel o tel qoue ln maotries de wrimce-cowmnianee du vestear
nbéntoire (eg(Zy + @), - o5( &y + o )] soit égale b ume motrice My définke dans ls question 2.

i Déduire des résultots précédents que M, et b motries de wmriomes.covmrimee d'un veeteor aléastoire diseret
a1 et seufemernt 5oonon 1 eral

Exarcice sans prdparation S42

n
i.ﬂ
Bait ¢ ¢ B, Pour toot nos N on pose © wy = H (11-?}_
k-1

1. Montrer que 5 o= 2, ln suite [Gn neNe et divergente.
2. Montrer que & 0 £ @ 1, lnsite (u, ), g comerge wers 1
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