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L’'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique
(v compris la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas ou un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une errveur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit [’épreuve en conséquence.
De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)

mentionner explicitement.
NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe

distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de ’identifier.
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Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs el autres appareils électroniques si-
milaires, ainsi que les documents sont interdits. La qualité de la rédaction sera un facteur
important d’appréciation des copies. On invite donc le candidat & produire des raisonne-
ments clairs, complets et concis. Le candidat peut utiliser les résultats énoncés dans les
questions ou parties précédentes; il veillera toutefois & préciser la référence du résultat
utilisé.

Notations.

On note : N 'ensemble des entiers naturels, N* = N\ {0}, R le corps des nombres réels, C le corps
des nombres complexes. 51 z est un complexe, Z désigne son conjugué, Im(z) sa partie imaginaire et
|z| son module.

Dans ce sujet, toute mesure o sera définie sur un espace mesuré (2, By ) ot £ un espace métrique et By
sa tribu borélienne. En outre, une fonction f: ) — C sera qualifiée de mesurable si elle est mesurable
par rapport & la tribu By. On utilise également

I'abréviation « p.p. # pour « pour presque tout (pour la mesure a) » ;

la notation L? (2, #) pour désigner 'ensemble (des classes) de fonctions de Q2 dans R (mesurables)
de carré intégrable sur {1 pour la mesure o.

pour f intégrable, on utilisera abusivement la notation o(f) = [, fdo ou [, f(w)de(w), si on a
besoin de préciser les variables,

Si K est un corps et n € N*, on note M, (K) l'ensemble des matrices & n lignes et n colonnes &
coeflicients dans le corps K.

Les parties IV, V et VI utilisent les notations complémentaires définies A la page 6. D’autres notations
sont introduites au début de chaque partie.

Objectif du sujet.

Le sujet a pour but :

~ d'étudier la localisation des valeurs propres des matrices hermitiennes de grandes tailles (partie V)
qui est un résultat important, notamment dans les télécommunications modernes;

~ de démontrer une convergence en loi (loi du demi-cercle) de la moyenne des valeurs propres des
matrices hermitiennes de taille n (partie VI). Dans 1'étude des matrices aléatoires, ce résultat joue
un role semblable au théoréme central limite des variables aléatoires réelles.

Dépendance des parties entre elles :

I
v
11 v 11
AR T 4
IV = VI
1
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PARTIE I : Polynémes d’Hermite.

On considére les fonctions ¢ et Hy (k € N) définies sur R par ;

2 (#
VeeR, ()= —me o Hy@)= (-1,

1
Vo

ainsi que les fonctions K, (n € N*) définie sur R? par :

1 Hy (x) Ha
V(z,y) e R?, Ki(z,p) = E I_A(_;%ITL_(H-).

k=0

On note dt est la mesure de Lebesgue sur R.

1.

Soit 2 € R. On considére la fonetion ¥ : B — R définie par :
VieR, »({t)=p(z-1).

(a) Rappeler les développements en série entiére des fonctions t = e ot t et en t = 0,
ainsi que la valeur de leur rayon de convergence,

(b) Etablir que la fonction 4 est développable en série entiére en 0.

(¢) En déduire que :

o il
V(z,1) € R? Z Hkk__g‘r’)tk = plot—t? (1)
=01

Soit & € R. Justifier que I'on peut dériver terme A terme par rapport & ¢ la relation (1) et en
déduire que :

Yk=1, VYzeR, Hpu(z)=2zHy(z) - 2kH(z). (2)
Soit k € N. Prouver que Hj, est une fonction polynomiale a coefficients réels.
Préciser son degré et son coefficient dominant.

Soient n e N* et (z,y) € R? avec z =k gy A l'aide deé la relation (2) prouver que :

1 (-Hn ("L') H, (3}') - Hu1 (55) H, {ﬂ))

Ko (z,y) = = 1)l Ty

(3)
Soit P une fonction polynomiale A coellicients réels. Pour tout n € N, élablir que :

[ @ P@ar=(-1)" [ P® 0.
i R

. Démontrer que :

0 sBim=mn,

/H,, (t) Hp (t) 2 (1) dt = {
R

2"l sim=n.
Etablir que :

B iy
V(k,."ﬂ)ENHR, ff;.-(ﬂ:):-i-"ﬁ[f. e g ¥t g4,
It

Indication : On pourra étudier d’abord le cas k = qut utiliser librement 'expression suivante
de la transformée de Fourier de la gaussienne ¢ e™"/%

Vz € R, [E_ﬁmﬁ_f'm di = B;rﬂ—x?f?‘
R
2
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8. La question swivante ne sera utilisée qu'd la question 4 de la partie V el pourra étre admise en
premitre leclure,

Soit x € R. Pour n tendant vers +oo, montrer gue :

() - A (@)

Indication : On utilisera librement la méthode de Laplace : sotent ug € R, f: R, — C continue
et g: Ry — R de classe C? telles que :
i) [ If (f}| e"It)dt converge pour toul u > ug ;
.l.

ii) que ¢’ s'annule en un seul point 1y € R, avec g(tp) = ](t]nfr.xlg et g"(to) <0, alors quand
e

2 tend vers <00 :

[ f()‘) f:“‘”“’d.-: _ f( ﬂ) nuﬂ{fﬂ} 52 (HHRUU)) '
Ry | 1"( o) Vi Vi

PARTIE II : Projection orthogonale sur R, _; [X].

On note u la mesure définie sur R par : du () = (1) dt on dt est la mesure de Lebesgue sur R,
¢'est-A-dire que pour toute fonction f mesurable et positive sur R, on a :

[swan = | f(f-)sp(r-)d'ﬂ=%f fOeta e [dur) =
R R R R

On munit. le R-espace vectoriel L? (R, p) du produit scalaire :

V(fi9) € 2 (Rym), (f9) = f}‘(f}J(f)dﬂ fft),a ()1 dt.

Dans cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal 4 2 et g, désigne la fonetion polynomiale définie
sur " par :
211(:4—1)!.'3

V(b ntn) ERY, gnltyy,ontn) =Dn [[ (4 — ) avec Dy = =5—\ (5)
1€i<i<n []hjl
J-:

en convenant que 00 = 1, Rappelons que la fonction K, est délinie 4 la partie L

1. Soit (E,(,)) un espace vectoriel préhilbertien, F' un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie, (e1, ..., ¢p) une base orthonormale de F* et z un élément de E.

Rappeler, sans démonstration, I'expression du projeté orthogonal pp (x) de x sur F' en fonction
des vecteurs ey, ..., ep et T.

2. On note I, le projecteur orthogonal de L? (R, ;1) sur Ry [X]. Justifier que :

Yfie L? (R, ,u;) , YreR, IL,(f) (::n) = fKn (m,y) f(y:] dp (y) i
3. Soit (x,2) € R?. Prouver que :

fIi'n (z,0) Kn (y,2) dp (y) = Kn (z,2) et fﬁ'n (a,m) dp () = n.
R R
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4, Soit (t1,...,15) € R", On considére les deux matrices :

A= (Kn(tit5) 124 jcn € Pa(R) et B= (ﬁ%ﬁ) € My (R).
1<i,j<n

(a) Exprimer A en fonction des matrices B et *B. Justifier que :

det ((Hf-' (tj))].ii.jﬂn) = 2Mn=1/2 det ((t: 1)1945“) :

(b) En déduire que :
det ((Kn (t, t‘,-))l__gl.'mﬂ) = nlgn (t1, ... tn) -

. On note &, le groupe des permutations de 'ensemble {1,...,n}. Prouver que :

[~}

f (('ll:-.‘t ((..H,:_l (H})lﬁf.jfrl})z di (1) codp () = E H <'Hn(i}—l1 H,,m_l> ‘

n" FESy =1

6. En déduire que :
f n (1, e ) dpt (11) oot (B) = 1

RI’I
el que :

. : n/2
1_[ (r'.} e ti)l E_(£?+-+Rﬁ) d.tl r ldt-ﬂ = il
R" 1'51:"«.'3':'5“ D

L]
= ,n.njzz—ﬂ{n— 1)/2 H j!

L} J'u“

7. Solent m tel que 2 < m < net (#1,..,8m-1) € R™!. Démontrer que :

fclet ((K,. (ti, t}'))mmgm) di(tm) = (n—m+ 1) det ((,I{n (3‘.1,13;))15‘.&,”‘_1) i (6)
154

Indication : Développer selon lo derniére colonne le déterminant det ((K (L #_.,-)}l{hj{m) puis
développer cerlaing sous-déterminants selon la derniére ligne, o

PARTIE III : Holomorphie.

Soit £2 un ouvert de C, on note O (£2) le C-espace vectoriel des fonctions holomorphes sur {2 & valeurs
dans C. On munit @ (£2) de la topologie de convergence uniforme sur tout compact de .

1. Soit log la détermination holomorphe du logarithme sur C\R._ définie par log (1) = 0 et V12
fonction racine carrée de R dans R7. On note :

Pz zexp (%lug (1 - ':_2)) .

(a) Démontrer que la fonetion & est holomorphe sur C\ [— V2, \/5] et que :

V-2 siz>V2
Vﬂ:ER\[—\/ﬁ;m: $(z) = ~ArI =2 size -2

Tournez la page S.V.P.
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(b) Seit € (O, R) le cercle de centre O et de rayon R. Montrer que :

; & fw) —u
Vee C, lim L
R4 =2z
C(0,R)

dw =10,

2. On note & la fonction de @ (C\ [—ﬁ, \/ﬁ]) donnée par ;
Ve C\[-VEVE], G(2)=2-8(2).

Prouver que :

vz e C\[-V2, V3], j%“’f:f"‘dhg(z)_
(~v3.7]
¢D(m)dw

Indication : On pourra appliquer le théoréme des résidus a Uintégrale curviligne j',." Ry
ot I'pe est le contour obtenu en réunissant le cercle C (O, R) avec le reclangle dont les sommets

sorl i(\/ﬁ+£+i£],i(ﬁ+£—i£).

3. On considére (on),~, une suite de mesures de probabilité sur R. Pour tout n = 1, on définit la
fonction H,, par
B /’

pour z € C\R.

Supposons que les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
Vnz1, H, € O(C\R) et Vz € C\R, Im(z)Im(H,(2)) <0;
(Hn),=y converge simplement sur C\R et

vz e C\R, llm ((H,, (z)) 2:H,(z) + 2) = (.

(a) Etablir que la suite {:H’n)“f_,1 converge dans @ (C\R).
Indication : On pourra utiliser le théoréme d'Ascoli (ou de Montel),

(b) Prouver que (H,) -, converge simplement vers G sur C\R.
nzl

m
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Notations complémentaires pour les parties IV, V et VL

Dans toute la suite du sujet, n est un entier naturel supérieur ou égal 4 2.
Pour toute matrice M = ("?'!'J)L-dij-qn € M, (C), on note :

M* = (W57)1; jen € Tn (C) et Tr (M) = Em“
i=1
Si (A1, An) € R™, on note diag (A1, .., Ap) la matrice diagonale de 9, (R) définie par :
A (0)
diag (A1, ey An) =
(0) An
On considére H,, (C) le R-espace vectoriel des matrices hermitiennes défini par
Ho(C)={MeM,(C) | M* =M}
et Uy (C) le sous-groupe de G L, (C) défini par :
U (C)={MeM,(C) /| MM"'=1}.

On munit Hy (C) (qui est un R-espace vectoriel de dimension n?) de la mesure suivante w, définie
comme suit : pour toute fonction f mesurable et positive sur H, (C), on pose :

n Th

/ f('h"f)d“"(M)=_/9((“‘J)lsiggu'(”M)lﬂi{j::n) H da l_[ duy g

HolC) Pt 1Si<in 1Zi<j<n

nl
oil 'on a posé p.p. ((u*d)liiﬂ,a"in : ('”1'-.?')1-:_-#{35:1) € R,

a ((ui.j)l-_@'i;’j{n ¥ (”""n?-)l{i-':j-fu) i f(AJT“*J)

aAVec
U1 Uz i e Uy 4 U
2 = iU 3 uz,2
Mn,u - :
2 Up~1n-1 Un—1n +in-1n
Uin — {'u]." e e Unpaln ™ Wh-lmn Upm

On admet le théoréme suivant.

Théoréme (Formule d'intégration de Weyl) @ Soit n = 2, 4l existe un réel €, = 0 tel que pour
toute fonction f: Hy (C) = R mesurable el intégrable sur H, (C) pour la mesure wy, el vérifiant :

VW eU(nC), YMeH.(C), [f(VMV*)=f(M)

alors

[ £ (M) dwn (M) ffdmu,(m, W) TI =22 o (7)
fm]

Ha(C) 1si<isn

Tournez la page S.V.P.
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PARTIE 1V : Intégration et probabilités sur H, (C).

Soient (Xg),<p<4 quatre variables aléatoires & valeurs réelles définies sur un méme espace probabilis¢
(€, P). On pose : o
-l 0k
_ﬁ‘i X4
pp-wef), X(W) = xu-ixstw : € H2 (C).
_4.(_J75_w_(_2 X (w)

X est done une variable aléatoire sur (€2, ) & valeurs dans Hz (C). Pour tous intervalles (Ii);cp<4
de R, on pose ;

c'esl-A-dire :

0 a3 + ia
Ul s da ds = {(uz .lma 2 m“ 3) € Ha(C), (a1,a2,a3,a4) € L x Iy x Iy % 14} i

1. Montrer que les variables (Xj),.p4 sont mutuellement indépendantes et qu'elles suivent la

méme loi normale A/ (0. %) (¢'est-d-dire qu'elles possédent pour densité i, définie en partie I), si
et seulement si pour tous intervalles (Jx))<p<q de R :

2 N (0 T T SO
P(X e Unn,nn) = 2 P e ) dzydezdagdy

hefaxlaxiy

2 el M2 .
=5 f e~ (M?) g (M),
Uh“ﬁ“‘_\q?ﬂq

2. Montrer que :
,ﬂ.n*ﬁ

‘.--"n' J‘JI T —
/ & ( hiw,. (-M:] T an(n-1)/2"

Hn ()
En déduire Ia valeur du réel €, défini par la relation (7).

Dans la suite du sujet, on considére la mesure P, de probabilité sur H,, (C) notée symboliquement :
{

on{n-1)/2
APy (M) = —gr—e” (M) Qs (M), (8)

¢’est-a-dire pour toute fonction f: H, (C) — C intégrable, on a :

zn{ﬂ

f £ (M) dP, (M) = f FOM) S £ o mr(M2) dwn (M) .

HalC) Ha(C)

3. Soit f:H,(C)+ R une fonction mesurable et bornée. On suppose que :
YWelUy,(C), YMeH,(C), [f(VMV*)=Ff(M).

Montrer qu'il existe une fonction g : R" <+ R mesurable et bornée telle que :

f(M) dP, (M) = fg(,\l,...,.:\n)qﬂ (hggioydn) o Dg)= =< du(Xa)
Hnul(T) R"
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avec
Vo € Sy, V("\‘I yeeyAn) € R", g (A.‘T“Ji ‘“!Aﬂ{ﬂ}) =g ('\h-“:-}‘n)

et gy, définie par la relation (5).

4. Soient v : R — C une fonction mesurable et bornée et k € {1,..,n}. On considére la variable
aléatoire Fj, : Hn (C) — C sur 'espace probabilisé (H, (C), F,) définie par :

VM EHA(C), Fe(M)= 5 v(A)-v(),

1€ii1<. <t =n

ott (A, .. Ay) désigne les valeurs propres de M (comptées avec multiplicité) et on note E, (F))
son espérance. Prouver que :

E.I(Fk)=%fﬂy(A,)-v-w(Ak)mt ((n (s Aj))rzggene) (M) -dp(Ag) - (9)
R+

Indication : On pourra utiliser la relation (6).
PARTIE V : Localisation du spectre.
On munit H, (C) de la mesure P, de probabilité définie par la relation (8).
Si Y désigne une variable aléatoire sur (Hy, (C), F,), on note B, (Y7) son espérance.

Pour tout intervalle I de R, on note x; la fonction indicatrice de I définie par :

lsizel

VreR, -3&'1'("*")={ Osizg¢ ] °

Soient M € Hy, (C) de valeurs propres Ay, ..., A, (comptées avec multiplicité), z € C et k € {1,...,n},
on note ;

xPan= T xr)exr(a);
1€ii < an<ig<n

Xy (M) =[] (1=z2x:(N)).
i=]

On admet que les applications

U\-} : Hﬂ, (G) - N : Hﬂ (C) -3 [
i { M = xP () 8 St M = X, (M)

sont des variables aléatoires sur (Hy, (C), Fy).
On note €y, 1 la fonetion définie sur © par :
Ve C, Qnr(z)=En(Xss).
Pour tout entier k € {0,...,n} et tout intervalle I, on considére 1'événement :

AN (1) = { M € H, (C) tel que M posséde exactement k valeurs propres (comptées avec multiplicité)
appartenant & I };

Tournez la page S.V.P.
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x.

l_:."l

Montrer que :

ke {1,..,n}, En(X{)= z(i)Pn(AE’U)).

Je=k
j!

ol on a posé : V(j,k) € N? avec k < j, (i) SHG-R

Soit z € C. Etablir que :
Qnr(z)=1+ Z":P“ (AD M) [0 -2y 1],
i=1

En déduire gque :

Vk € {0,in}, Po(A® (1)) ..(ﬁ,’ Q¥ (1),

ol QL":} désigne la dérivée k-iéme de Q7.
Démontrer que
1)*

[ det (K (s ADr<igen) 4 ) -+ dit (3.
;k

szG Quf(i“')—l-{-z

Indication : On pourra uliliser la relation (9).

. Soit & & N®. Démontrer que :

Jim o[ det (B (A ggen) )+ dp ()

[a/v/Zn b/v/En]"
=# / du((ﬂ;(ﬁ-?ﬁ) )Llr,l---df.k.
: b — .
" i 1<i,j <k
Indication : On admetira le résultal : ¥ (a,b) € R? avec a < b, Sl f{,, (-—-1— : )
()€ [ b]* V2
nelN®

gst fint el Videniité suwante :

» ; ‘ i W o asin (vc I})
V(iz,y) eR*, z#y=> ﬂ_l.il.}.lm K” (ﬁ :;214.)

qui sonl conséguences des relations (3) et (4).
Maontrer que la fonction @ : C —+ C donnée pour tout z € C par :
oo ¢ gk k : e
Q(3)=1+Z'('+}'(i) [ det ((Bmmi AA)> ) dAp - dAg
o R A ol M=4i izigek

est bien définie et holomorphe sur C.

Indication : On pourra utiliser Uinégalité d'Hadamard .

k k
VS = (9,_3)1‘;”‘;,\ € Hy(C), |det(S)] = H Zlaidﬁ‘
Jml ¥ f=1
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6. Montrer que la suite de fonctions holomorphes (Qﬂ [a}m”m) q COTVerge vers la fonction
] ¥ ﬂ_l'
helomarphe ¢ dans O (C).
7. Prouver que pour tout m € N :

[_ 1)1‘11

PARTIE VI : Loi du demi-cercle,

Soit z € C\R, on désigne par HEH} la variable aléatoire définie sur (H, (C), FPn) par :
(n) 1 =1
YM e H,(C), R"(M)= ;Tr ([zfn — M) )
; (n) i e
On note £, (Rz ) son espérance el

G (2) = ViEn (R7.).

On considére v, la mesure de probabilité sur R donnée par :

dwy (1) = %I{n (J.\/ﬁ, ﬂ\/‘f_}'.} @ (i'ﬁ) di.

1. Montrer que, pour tout segment [a,b] de R. :

1 () o
Eq (;X[uv’r_l.b\/ﬁ']) = Un (iﬂ*lb})l

on la variable aléatoire X}U est définie en début de partie V. Comment interpréter ce résultat ?

2. Prouver que :

Ve C\R, Gn(z2)= fi:‘#'
R

Indication : On pourra utiliser la question IV-4,

La suite du probléme fait intervenir des distributions. On note :
- D (R?} I'ensemble des fonctions de classe €% sur R? & valeurs dans C & support compact ;
2l (Rg) I'ensemble des distributions sur R2.

Toute fonetion f: C\E — C (avec K est un ensemble de mesure nulle de C) sera identifiée abusivement
a la fonction

7. { R:\E = C
l (mr’.‘l) = fz+iy)
ot l'on a posé
B = {(:t:,y)E R? / :c-i-a'yEE}.
5 1 .
En particulier, on notera z = la fonction :

{ RA{0,0) > C

@ ¥
(z,) gl

10
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En outre, si f eat localement intégrable sur R?, on identifiera alors J 4 une distribution sur R par :

v eD(RY), (f.4)= fu, (2,y) f (z +iy) dzdy.
2

Toute mesure de probabilité o sur R sera identifiée & la distribution sur R? donnée par :

VipeD (I{Q) , (o) = l/w (1,0)de (1) .
R

Enfin, on considére la mesure de prubzubilitri‘ v définie sur R par

du (¢ V ."L[ ViV (1) dt.

On rappelle que la fonction & est définie a 19. question IT1-2 et qu'on y démontre la relation suivante :

Ve C\[-v2, V2], G [———dw(f

On admet que (Gy),,=, converge vers G dans O (C\R).

3. Prouver qu'il existe un réel ¢ > 0 tel que :

VReR,, VieR, ff (zi:j:;)—rl < eR.
lo-Higl € R

: 1 ;
En déduire que les fonctions z - = 7, et & sont localement intégrables sur R?,

4. Démontrer que (Gyp), o converge vers &' dans D’ (R“) c'esl-d-dire que :

VipeD (Rz) : ﬂlilﬂm f G (x4 dy) 1 () dedy = fﬂ' (& + iy) 9 (o, y) dady.
Rr® Rr?

5. On définit 'opérateur 8 sur D (R‘]) par : d = % (— TP i
Prouver |'égalité suivante dans D' (R“] :
| .
i (;) = T(0,0)»

c'eat-A-dire

wen(R), - [/ 9 (,9) dady = 7 0,0).
“_'.‘

6. Montrer qu'on a dans D’ (Rg) ;
8@ =mv et OG, =Ty,

En déduire que la suite de distributions (vp), -, converge vers v dans 7/ (R”) .

i . 1
Indication ; On pourra remarguer que U'on a & = = % v,
z
7. En déduire que pour tout segment [a, b de R

Hmm vy, ([a, b)) = v ([a,b]).

b

Interpréter ce résultat,

11
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