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12 septembre 2024 - Jour 2
EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Exercice 1 5 points

On considére le cube ABCDEFGH représenté ci-dessous.
Les points I et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [CG].

Le point N est le milieu du segment [I]].

L'objectif de cet exercice est de calculer le volume du tétraédre HFIJ.

On se place dans le repére orthonormé (A ; AB, AD, AE
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1. a. A(0;0;0) etB(1;0;0)doncI(0,5;0;0);
C(1;1;0 etG(1;1;1)donc]J(1;1;0,5).
Donc N(0,75; 0,5; 0,25).

(1705 _ (05
b. J| 1-0 |,soitJ| 1 |.
0,5-0 0,5

1-0,5 0,25
De méme avec F(1; 0; 1), NE ( 0-0,5 ) soit NF (0 - 0,5).
1-0,25 0,75
c. On calcule le produit scalaire des deux vecteurs précédents :

T-NE = 0,125-0,5+ 0,375 = 0 : le produit scalaire est nul, les deux vecteurs i
et NF sont orthogonaux.

14
On admet que NF = g
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3 6 6
d. Ona112:0,52+12+0,52=1,5=5 ngd’ouIF\/?_'

On a démontré que la droite (NF) est perpendiculaire a la droite (IJ) : la droite
(FN) est donc la hauteur issue de N dans le triangle FIJ.

UxFN_@x@_\m
2 2 8"

Laire de ce triangle est donc égale a

4
2. On considere le vecteur ?t) -11.
-2
a. Onaﬂ-l_]) =2-1-1=0. D’autrepart;-ﬁf =1+0,5-1,5=0, donc le vecteur
u est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan FIJ (car la droite (NF)
est perpendiculaire a la droite (I])) : il est donc normal a ce plan.

b. On sait que les coordonnées du vecteur normal au plan sont les coefficients
respectifs de x, y et z dans I'équation de celui-ci :

M(x;y;z2)e(Fl]) & 4x—y—-2z+d=0,avecd eR.
Ainsi par exemple :F(1;0; 1) € (FIJ]) <= 4-0-2+d =0 < d=-2.
Conclusion: M(x; y; 2) € (FI]) <= 4x-y—-2z-2=0

c. Ladroite d a donc pour vecteur directeur le vecteur u et contient le point H. Ses
équations paramétriques s’obtiennent en traduisant la colinéarité des vecteurs
HM et u :avec H(0;1; 1),

Mx;y; 2€(d) < HM =tu, avecteR, soit:

x—0 = 4r X = 4t
M(x; y; 2e(d) < y-1 = -t <= y = 1-t
z—1 = =2t z = 1-2t

d. Ladroite d est perpendiculaire au plan (FIJ) en un point K dont les coordonnées
vérifient les équations de d et celle de (FIJ) soit le systéme :

X = 4t
y = 1-1t
z = 1-2t
4x-y—-2z-2 = 0

En remplacant x, y et z par leurs valeurs en fonction de ¢ dans la derniére
équation, on obtient :

4x4t—-(1-0)-2(1-21)—-2=0 < 16ft—-1+t—-2+4t-2=0 < 21t-5=

0= t=—.
21
- 5 _ 20
X = 4><§ x = %
Les coordonnées de Ksontdonc:{ y = 1-3 5 —=<{y = 7
20
— | 21
La distance de H au plan (FIJ) est donc égale a HK et avec HK —% ,
10
21
2 _ (202 52 1012 _ 400+25+100 _ 525 _ 25x21
HK? = (51)"+ (-25)"+ (-31)" = 255" = 3¢ = 55 donc
5v21
HK = ——.
21

e. D’aprés la question précédente [HK] est la hauteur relative a la base (FIJ) du
tétraedre HFIJ, donc le volume de celui-ci est :

v21 5v21 5x3x7 5
% _ _

8 21  3x8x21 24°

1 1
V==xg/(FIJ) x HK = = x
3 3
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Exercice 2 5 points

Partie A : étude du cas particulier ol1 n = 2
Dans cette partie, le robot réalise deux déplacements successifs.

1. On compleéte I'arbre pondéré suivant :

3
1
3 Dl\_
1 D,
Z
1
2 D,
2 —/
3 D1\
1 D,
2
1 3 1
2. OnaP(DlnDz):P(Dl)XPDl(DZ):gXZ:Z~
3. Dela méme fa onP(D_ﬂD )—P(D_) x P=—(D )—%x l =—
. ¢ 1 2| = 1 D, \P2)=5x5 =3
D’apreés la loi des probabilités totales :
=P(Dy)=P(D;ND )+P(D_mD )— 1,13+ 7
p2= 2) = 1 2 1 2)=37353x2a" 12
4. On ad’abord (D_)—l— (D)—l—l—i
: P\ = o Pi =T T 1
11 faut calculer la probabilité conditionnelle :
p[D0D) _p(PinD) 1xi b o
pD_z(Dl) = — = — = 5 = ? = g :0,2
P(Dz) P(Dz) 12 12
Partie B : étude de la suite (p;,).
1 1
L pn+1:an+E

On reprend I'arbre initial en partant de la branche D,, pondérée par le nombre p,, et
la branche D,, pondérée par 1 — p,,, soit :

Toujours d’aprés la loi des probabilités totales :

- 3 1
Pn+1 = P(Dp+1) = P(Dy) x Pp,, (Dp+1) + P(Dy) x P5—(Dp+1) = pn % 2t (1=pn) x >
3 1 1 1 1

= — + - — = = — + —
aPnT T Pn T Py
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2.

Partie C

a.

On montre par récurrence que pour tout entier naturel n > 1,ona:

2
Pn < Pn1 < g

Initialisati 1 4 7 t2 8
nitialisation:onap;=-=—,p=—et-=—.
P3P %3 1
4 7 8 2 .
Ona — < — < —, s0it p; < p2 < = :'encadrement est vrai au rang 1.

12 12 12

3
PP 2
Hérédité : soit n un naturel avec n > 1 et supposons que p, < Pp+1 < 3 comme

1
rie 0, on a donc par produit :

2 1 1
X 3’ soit an < anﬂ < 5 et, en ajoutant a chaque

1 1 1 1 1 1
1 Pn+ > < 1 Pn+1 + 3 < 5 + > soit d’apres la relation de récurrence démontrée

alaquestion 1.: ppi1 < ppi2 < 3
Larelation est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion :1a relation est vraie au rang 1 et si elle est vraie au rang n au moins
égala 1, elle 'est aussi aurang n+1 : d’apres le principe de récurrence, quel que

soitneN*,ona: p, < pp+1 < 3

. . . 2
Le résultat précédent montre que la suite est croissante et majorée par 3 :d’apres
le théoreme de la convergence monotone, elle converge donc vers un nombre

réel inférieur ou égal a 3

Quelquesoitn > 1,0na uy41 =pn+1—% len+l—%:lpn+§—é:lpn—l
3 4 2 3 4 6 6 4 6
1 4 1 2 1
=3 [p-g)=3(pn-5) =3
La relation u,,.1 = lun, avec n > 1 montre que la suite (u;) est une suite géo-
métrique de raison E et de premier terme u; = p; — 2 = 1.2 = —1.
4 3 3 3 3

1 n-1
Onsaitquepourn>1, u,=-%x (Z) )

n-1 n-1
Comme—1<l<1,onsaitque lim (—) =0etdonc lim ——x(l) =0.
4 n—+ 4 n—+oo 3 4
. 2 ) 2
On adonc nl—1>IPoo Up=pPn-— 3 =0 et finalement : nglllm Pn= 3
Conclusion : sur un grand nombre de déplacements du robot celui-ci se dirigera
en moyenne deux fois sur trois a droite et donc une fois sur trois a gauche.

La variable aléatoire X égale au nombre de déplacements vers la droite suit une loi bino-

miale de parametres n=10et p = 7

La seule possibilité de revenir au point de départ est de faire (globalement) 5 déplacements
a droite et donc 5 déplacements a gauche, soit :
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101 (3)° (1)\° ) e .
P(X=5)= 5 X n X 1 =~ 0,0583, soit 0,058 au millieme pres.
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Exercice 3

Partie A

On considere la fonction f définie sur R par: f(x) =

5 points

1+5e~*"

A / ‘ (gf

[

1. Ona f(In5) = ————.
nafind) =1 s s

1

—In5 _
Ore = —eln5

2. Onsaitque lim e~
X—+00

2\

/

1 6 6
=—,donc f(In5)=——=—=3.DoncA(n5;3) € €r.
5 f(n5) 1+5><é 5 ( ) r
* e

=0,donc lim 1+5

“f=1let lim f(x)=6.
X—+00 X—+00

Donc la droite d’équation y = 6 est asymptote horizontale a €y en +oo.

3. a. Pourtoutréel: f'(x) = -6

(1+5e™Y 6x5x(-1)e™* 30e~*
X = — =
(1+5e%)2 (1+5e~x)2 (1+5e~%)2

b. On sait que quel que soit xe R, 30e™*>0et (1+5e )2 >0; donc f'(x) >0 sur
R :1a fonction f est croissante (strictement) sur R..

D’autre part lim e~
X——00

X X

=+4o00,donc lim 1+5e " =+occet lim f(x)=0.
X——00 X——00

Donc I'axe des abscisses est asymptote a la courbe € en —oo.

Enfin f(0) = ———— = = =1:d ot le tableau de variation :
1+5x1 6
X —00 0 In5 +00
f'(x + + +
/ 6
3
—
f(x) I
0

4. a. Comme 30e™*>0,1+5e* >0 et donc (1+5e %> >0, le signe de f”(x) est
celuide5e *-1:

e 5%

—1=0 < 5e~

1 1
o]l e‘x:gz—x:lng — —x=-Inb5 <

x=Inb5;
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e 57 *-1>0=>x>1Inb;
e 57 *-1<0=>x<Inb.

Conclusion : f est convexe sur l'intervalle | — oo ; In5[, concave sur | In5; +oo[
et a en In5 un point d’inflexion car la dérivée seconde change de signe en ce
point : il s’agit du point A.

b. Une équation de la tangente Ty a € au point d’abscisse 0 est :
M(x; y)e Ty < y—f0) = f'(0)(x—0).

30e° 30 5
Onavuquef(O)zletf’(O):—e:_:

(1+5e0)?* 36 6
5 5
Donc M(x; y) e Ty < y—1=6(x—0) — y=8x+1.

Oron avuque sur l'intervalle | —oo; In5[, la fonction f est convexe et par consé-
quent que sa courbe représentative € est au dessus de toutes ses tangentes me-
nées en un point de l'intervalle ] — oo ; In5[, donc en particulier au dessus de la
tangente Ty en x = 0, donc numériquement :

5
fx) > 6x+1 sur | —oo; In5J[.

5. On considere une fonction Fj définie sur R par Fi(x) = kln(e* +5), ou k est une
constante réelle.
a. Fy est une fonction composée de fonctions dérivables sur R (car e* +5 > 0), elle
est donc dérivable sur R : elle est une primitive de f si:
e* 6
e*+5 1+5e %
soit en multipliant chaque terme de F ]’C(x) pare™*:

1 6
= — k=6.
1+5e * 1+45e*
Donc Fz(x) =6In(e* +5).
b. On avu que f(0) =1 > 0 et la fonction est croissante; elle est donc positive sur
I'intervalle [0 ; In5].

F]'C(x) =flx) = k

L'aire demandée «f est donc égale (en unités d’aire) a:

In5
=] fx)dx=[Fsx)]M = Fy(In5) — F(0) = 61n(eln5 +5) —6In(e’+5)
0

10 5
=6Iln10-6ln6=6[1n10-1n6] = GIHE = 61n§.

Partie B
1
Lobjectif de cette partie est d’étudier I'équation différentielle : (E) y=y- 5 y2.
1 6 1 36
1. Ona f(x) - =[f(X))? = —— = = x —————
f 6[f( ) 1+5e™* 6 (1+5e-%)2
6 6 6(1+5e ) -6  30e* o
= — = = = X
1+5e™* (1+5e7%)?  (1+5e7%)?  (1+5e7%)?
Donc f est bien une solution de I'équation (E).
2. e« Les solutions de I'équation y' = —y sont les fonctions définies sur R par x —

Ke *avec KeR;

1
+ Lafonction constante x — 5 est la seule fonction constante solution de I'équa-
tion a résoudre;
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o Les fonctions solutions de I'équation différentielle proposée sont les fonctions
définies par :

X

1
x»—>E+Ke_ avec K e R.

3. a. Onadonc:h’(x):—h(x)+é

g
[g(x)]%"

Orsi h(x) = L, alors h'(x) = —
gx)

L'équation précédente devient :

/
- é(g;z = —ﬁ + 1 soit en multipliant par [g(x)]2

1 1
—-g'(x) = —-gx)+ g[g(x)]2 = g'x)=gk- E[g(x)]2 ce qui signifie que la
1
fonction g est une solution de I'équation différentielle y' = y — 5 y2.
gm0 = e

Puisque m est positif, alors 6me ™" I'est aussiet 1+ me ™" > 1 > 0, donc finale-

ment g,,(x) > 0 quel que soit le réel x. La fonction h,, définie par h,(x) =

gm(X)
est donc bien définie sur R.
1 1+6me™ 1 Cx . .
Or hy,(x) = = = —+ me~* et on reconnait une solution de
gm(X) 6 6

I'équation différentielle de la question 2..

On a ensuite vu a la question 3. a. que si la fonction h,, était une solution de
1

y=-y+ 5 alors g, était elle solution de I'équation y' = y — s 2.

Exercice 4 5 points

1. On considere le script écrit en langage Python ci-dessous.

def seuil(S)
n=0
u=7
while u < S :
n=n+1
u=1.05%u+3
return(n)

Affirmation 1 : I'instruction seuil (100) renvoie la valeur 18. Vraie
En partant de 7 I'algorithme multiplie le nombre précédent par 1,05 et ajoute 3.

On peut simuler ceci avec une simple calculatrice et on obtient en arrondissant au
centieme :

n 0 1 2 17 18
u 7 10,35 13,87 93,57 | 101,24

10,35 est le premier résultat et 101,24 le 18¢ 'algorithme s’arréte au 19¢ passage.
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2. Soit (Sp,) la suite définie pour tout entier naturel »n par

S—1+1+1+ +1
n=ltotg ot

5
Affirmation 2 : 1a suite (S;) converge vers 1 .Vraie

On ala somme des n premiers termes d'une suite géométrique de premier terme 1 et

1
de raison —.
5

1
En écrivant sous la somme S la somme —S décalée d’'un rang vers la droite et en cal-
culant la différence des deux lignes, on obtient :
1 4 1

1
8_3821_W — gszl—%

1

"~ gn+l

5
<:>S:—[1
4

1 n+1
Comme —1 < = < 1, on sait que lim (—) =0,donc lim 1- =1 et enfin
5 n—+oo\ 5

n—+oo 5n+1

5

lim S=-=1,25.

n—-+oo 4

3. Affirmation 3 : dans une classe composée de 30 éléves, on peut former 870 bindmes
de délégués différents. Fausse

301 30x29
Le nombre de bindémes différents est ( 9 ) = . =435,

2
4. On considere la fonction f définie sur [1; +oo[ par f(x) = x(In x)2.

Affirmation 4 : Vraie 'équation f(x) = 1 admet une solution unique dans l'intervalle
[1; +o0ol.

La fonction f est dérivable sur [1; +ool et sur cet intervalle :
1

)= (Inx)2+xx2x=xInx=(Inx)2+2lnx=Inx(Inx+2).
X

On sait que la fonction logarithme népérien est croissante et comme In1 =0etlnl +
2>0, f'(x) >0.

La fonction est donc croissante de f(1) = 0 a plus l'infini : d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires f ne peut prendre la valeur 1 qu'une seule fois.

5. Affirmation 5 : Vraie

1
- e—2

f xe “dx= .
0 e

Les fonctions x — x et x — e ~* étant dérivables sur R donc sur [0; 1], on fait une
intégration par parties :

avec u(x) =xet v'(x) = e *, onobtient: u/(x) =let v(x)=—e %, dolt:
1 1
f xe *dx= [—xe_x](l)+f e Fdx=[xe ¥ +[-e ] = [—e_x(1+x)](1)
0 0
e—2

2
=2el+1=1-==
e e
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