o» Corrigé du Baccalauréat Métropole Antilles-Guyane e

11 septembre 2024
EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Exercice 1 6 points

On considere un cube ABCDEFGH de coté 1.

B

Le point I est le milieu du segment [BD]. On définit le point L tel que IL L =1 IG.

On se place dans le repere orthonormé (A ; HB), E, AE )

1. a. D(0;1;0),B(@1;0; O)I 1 )etG(l;l;l)

1 1

XL — X1 XL—3 XL—3

- 1| 1

b. +1ILa pour coordonnées | yL—y1|=|y—5 =3
Z1,— X1 Z1,— 0

XG — X1 1- % %
* IG apour coordonnées | yo—y1 | =|1- % = %
ZG — 21 1-0 1

1 _ 3.1 _ 3,1 _ 7

XL=3 = 1%3 =5t =

E:§IG<: -1 =3xl =< =33+ =< =1
4 2 ~ 172 L=3872 L= 3

_ 3 _ 3 _ 3

21 _le ZL =3 zL =3

2. Soit £ le plan d’équation cartésienne x+y—z—1=0.

* xgp+ys—28—1=1+0-0-1=0doncBe 2.
* xp+yp—2p—1=0+1-0-1=0doncDe 2.
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* xg+yg—2g—1=1+1-1-1=0donc Ge .

Donc le plan (BDG) a pour équation cartésienne x+y—z—1=0.
3. On considere la droite A perpendiculaire au plan (BDG) passant par L.
1
a. (BDG) a pour équation x+ y —z—1 =0, donc il a pour vecteur normal nl1
-1

La droite A est perpendiculaire au plan (BDG) donc elle a le vecteur 7 comme
vecteur directeur. Donc la droite A est 'ensemble des points M (x ; y; z) tels
que LM =t n avec t e R.

x—%:tXI x:%+t
IM=tn < { y-% = 1x1 = { y=4+t outeR
3 _ _ 3
Z_Z = tx(—l) Z = Z_t

13
b. Soit Kle point de coordonnées (0 ;0; E)

¢ Onregarde siles coordonnées de K vérifient la représentation paramétrique

_ 7

0 = 3 +1

de A, autrement dit on cherche s'il existe unréel f telque; < 0 = g +t
13 _ 3

B~ at

7
Leréel t = ~3 convient donc K € A.

0 0
e AE apour coordonnées | 0 | et AK a pour coordonnées | 0
1 13

8

Donc les vecteurs AE et ﬁé sont colinéaires donc K € (AE).

Les deux droites A et (AE) sont donc sécantes en K.
R 3 e
c. °*IL= 1 IG donc L€ (IG) donc L € (BDG).
* Ladroite A est perpendiculaire au plan (BDG) en L.

* KeA
Donc le point L est le projeté orthogonal du point K sur le plan (BDG).
13 7 3
4, a. Kapour coordonnées (0; 0; E) et L a pour coordonnées (5’ 5; Z) Donc
o (7N (7 \E (3 13)% (7Y (7V* ( 7\* 49 49 49 147
KL ={==0] +|{==-0| +[-=—| == +|=| t|l-z| ==t+—+—=—
8 8 4 8 8 8 8 64 64 64 64
V147  7V3
doncKL:T:T\/_

T
b. On admet que le triangle DBG est équilatéral, donc chaque angle mesure 3

Le point I est le milieu de [BD] donc I est aussi le pied de la hauteur issue de G
dans le triangle DBG.

. IG
Dans le triangle GIB rectangle en I, on a: sin (IBG) = BG"

BG est la diagonale du carré BCGF de cbté 1, donc BG = v/2. De méme BD = /2.

1G 3 IG 6
On adonc sin(z) = —,donc £ =—etdoncIG= £
3 BG 2 2 2
VB V2xv2xV3
BDxIG V2x¥> yexvexvs /3
Laire du triangle BDG vaut : 2X = 2 z2 — ; = %
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c. Le tétraedre KDBG a pour base le triangle BDG et pour hauteur KL, donc son

1 3 7v3 7
volume vaut: — x aire(BDG) x KL = — x L_ X i =

3 3 2 8 16
5. On désigne par a un réel appartenant a I'intervalle ]0 ; +oo[ et on note K, le point de

coordonnées (0; 0; a).

a. On exprime le volume 7, de la pyramide ABCDK, en fonction de a.

¢ Labase de la pyramide est le carré ABCD d’aire 1.

¢ Lepoint K, a pour coordonnées (0; 0; a) donc il appartient a la droite (AE)
et donc AK, est la hauteur de la pyramide ABCDK,,.

¢ De facon évidente, AK, = a.

1 a
DoncV,=—xax1=—.
3 3
x= t
b. Onnote A, la droite de représentation paramétrique{ y = ¢’ out' eR.
z=-t'+a

On appelle L, le point d’'intersection de la droite A, avec le plan (BDG).

X =t
y = 7
Les coordonnées de L, vérifient le systéme ,
z = —-t'+a
x+y-z-1=20
! !/ ! : ! !/ a+1
Onadonct'+t'—(-t'+a)—1=0so0it3t'=a+1donct' = ——
, a+l , a+tl , a+1 —a—-1+3a 2a-1
x=t=——y=t'= etz=—t'+a=- +a= =
3 3 3 3 3
, . a+1l a+1 2a-1
Donc les coordonnées du point L, sont ; 3 ; 3 |

c. On cherche le volume du tétraedre GDBK,.

, (a+1 Y (a+1 \* (2a-1 *
e KL =|——-0| +|—-0] + —a
3 3 3
a+1)2 (a+1)2 (—a—l)z (a+1? (a+1)?
= —+ + :3)( =
3 3 3 9 3
a+1
DoncKaLa=W.

¢ Le volume du tétraedre GDBK, est :
1 , 1 a+l V3 a+l
— x Ky4L, x aire(GBD) = — x x =
3 37 V3 2 6

Le tétraédre GDBK, et la pyramide ABCDK, sont de méme volume si et seule-

a+l a Ca+l
=§,501t

2a
ment si = ?,soita+1:2a, etdoncsia=1.

Exercice 2 5 points
Partie A

Un artisan crée des bonbons au chocolat dont la forme rappelle le profil de la montage
locale représentée en Figure 1. La base d'un tel bonbon est modélisée par la surface grisée,
définie ci-dessous dans un repere orthonormé d’unité 1 cm (Figure 2).
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Acm -

Figure 1 Figure 2

Cette surface est délimitée par I'axe des abscisses et la représentation graphique notée €’r
de la fonction f définie sur [-1; 1] par: f(x) = (1-x%) e”.

Lobjectif de cette partie est de calculer le volume de chocolat nécessaire a la fabrication
d’un bonbon au chocolat.

1. a. Pourtoutréel x,onae*>0,etsixe[-1;1],onal—x%>0.

Donc pour tout xde [-1; 1], on a f(x) > 0.
1
b. SoitI:f f(x)dx.
-1

On pose u(x) =1-x% et v'(x) = e*. Donc u/(x) = —2x et v(x) = e*.

b b
Par intégration par parties : f u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)]z - f u' (x)v(x)dx.
a

a

1 1 1
Donc I = [(1 —xz)ex]l_1 —f (—2x)e*dx= 0+2f xe*dx= 2[ xe*dx
-1 -1 -1
2. Le volume 7 de chocolat, en cm?, nécessaire a la fabrication d'un bonbon est donné

par: 7 =3xS ou S est I'aire, en cm?, de la surface colorée (Figure 2).

1
On calcule f xe”*dx par une intégration par parties.
-1

On pose u(x) =xetv'(x) = e*.Donc u'(x) =1l et v(x) = e*.

1 1 -1

1

1 1
fxexdx=[xex]1_ —f 1><exdx:[xex]l_l—[ex]1_1=[lel—(—l)e_l]—[el—e_l]

—e+e l-e+el=2e7!

1 1
DoncS=f f(x)dxzzf xe*dx=4e7 L.
-1 -1

¥ =3xS=12e ! donc ¥ ~ 4,4 cm3.

Partie B

On s’intéresse maintenant au bénéfice réalisé par I'artisan sur la vente de ces bonbons au
chocolat en fonction du volume hebdomadaire des ventes.

Ce bénéfice peut étre modélisé par la fonction B définie sur l'intervalle [0,01 ; +ool par :
B(q)=8q*12-3Ingq] - 3.

Le bénéfice est exprimé en dizaines d’euros et la quantité g en centaines de bonbons.

On admet que la fonction B est dérivable sur [0,01 ; +oo[. On note B’ sa fonction dérivée.

1. a. ¢ lim Ing=+4codonc lim 2-3Ilng=-oc0
q—+oo q—+

e lim g°=+o0
G—+o0
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e Donc lim 84%[2—31In(g)] = —ccetdonc lim 8¢*[2-3In(g)] -3 = —oco
q—+00 q—+oo
On adonc démontré que lim B(g) = —oo.
g—+oo
I 2 3
b. Pour tout g >0,01: B'(q) =8x2g(2-31ng)+8¢q (o- 5) -0

=8q(4-6Ing)+8g(-3)=8g(1-61Ing)
c. g>0donc B'(q) estdusignede1-61Ing.

1
1-6lng>0 <= 1>6Ilng < g>lnq = e%>q

et~12: B(e%) ~13,7; B(0,01) ~ -3

On dresse le tableau de variation complet de la fonction B.

g 0,01 ev~1,2 oo
B'(q) + -
~ 13,7
B(g) / \
~-3 —00

d. Le maximum de la fonction B est B (e %) ~ 13,7, donc le bénéfice maximum que
peut espérer 'artisan est de 137 €.
2. a. Surlintervalle [1,2; +oo[:

¢ Lafonction B est dérivable, donc continue, et strictement décroissante.

¢ Elle décroit de 13,7 a —oo.
Donc, d’apres le corollaire des valeurs intermédiaires, I'équation B(g) = 10 ad-
met une solution unique sur l'intervalle [1,2 ; +oo[. Onl'appelle S.

B(1)=13>10 B(1,5) =11,1>10

1;2
B(zz—5,5<1o}:>ﬂ€[ 2l B(1,6~9,1<10

} = fe[l,5; 1,6]

B(1,55) = 10,17 > 10

B(1,56 ~ 9,97 < 10 } = Be[1,55; 1,56]

B(1,558) = 10,007 > 10

B(L559 = 9,986 < 10 } = B €[1,558; 1,559]

Donc f a pour valeur approchée 1,558 2 1073 prés.
b. Onadmet que 'équation B(q) = 10 admet une unique solution « sur [0,01; 1,2[.

On donne «a = 0,757, et on complete le tableau de variation de B.

g |001 a 1,2 B +o0
: 13,7 :

B(q) 10 10

" ™~

-3 —00

Pour réaliser un bénéfice supérieur a 100 euros, le nombre minimal de bonbons
au chocolat a vendre correspond a a centaines, soit environ 76, et le nombre
maximal de bonbons au chocolat a vendre correspond a 8 centaines, soit envi-
ron 156.
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Exercice 3 5 points

1.

On consideére une suite (t;) vérifiant la relation de récurrence :
pour tout entier naturel n, t,+, = —0,8¢, + 18.

Affirmation 1 : La suite (w;,) définie pour tout entier naturel n par w, = t,, — 10 est

géométrique.

Pour toutn: wyy =ty —10=-0,81,+18-10=-0,8¢, +8 = -0,8 (¢,, — 10)
=-0,8wy,

Donc la suite (w;,) est géométrique de raison —0,8.

Affirmation 1 vraie
Soit la suite (S,) qui vérifie pour tout neN* :3n-4< S, <3n+4.
S
La suite (u,) est définie, pour tout entier naturel n non nul, par : u, = —.
n

Affirmation 2 : La suite (u,) converge.

n >0 donc
n-4 S, 3n+4 . 4 4
— < cest-a-dire3— — < u, <3+—.
n n n n

3n—4<S§,<3n+4. entraine

N

4 4
e lJim —=0donc lim 3——=3

n—+oon n—-+oo n
. 4 . 4

e Jim —=0donc lim 3+—=3
n—+oo pn n—-+oo n

4 4
e Pourtoutn>0:3—-—<u, <3+—
n n

Donc, d’aprés le théoreme des gendarmes, on peut déduire que la suite (u,) est conver-
enteetque lim wu,=3.
g q n—+oo n

Affirmation 2 vraie

1

Soit la suite (v,) définie par: v; =2 et pour tout entier naturel n > 1, v, =2 — —.
Un

. . n+1
Affirmation 3 : Pour tout entier naturel n > 1, v,, = .
n
On va démontrer cette propriété par récurrence.
¢ Initialisation
n+l 1+1 L .
Pourn=1:v;=2et = B = 2. Donc la propriété est vraie au rang 1.
n

* Hérédité

n+l
On suppose la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire v, = —— (hypothese de
n

récurrence).
1 1 n 2n+1)—-n 2n+2-n n+2
Un+1:2_—:2——1: —_ = = =
U % n+1 n+1 n+1 n+1
_(n+1)+1
B n+1

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.
* Conclusion

La propriété est vraie au rang 1, et elle est héréditaire pour tout n > 1. Donc,
d’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 1.

Affirmation 3 vraie
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4. On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u,, = e" — n.

Affirmation 4 : La suite (u,) converge.

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = e* — x. Donc u, = f(n) pour tout n.

ex
Pour x>0, f(x) :x(Y—l).

X X X

. . € . e . e

Onsait que lim — =+ocodonc lim — —1=+ocoetdonc lim x(— - 1) = +o00.
Xx—+0o X Xx—+0o X X—+00 X

Onaalors lim f(x)=+oon ce qui entraine que lim u, = +oo.
X—+00 n—+oo

Affirmation 4 fausse

5. On considere la suite (u,) définie al’aide du script écrit ci-dessous en langage Python,
qui renvoie la valeur de u,,.

def u(n)
valeur = 2
for k in range(n)
valeur = 0.5 * (valeur + 2/valeur)
return valeur

On admet que (u,,) est décroissante et vérifie pour tout 7 : v2 < u, < 2.

Affirmation 5 : La suite (u#,) converge vers V2.

Ug =2
D’apres le script Python, (u,,) est définie par :
P ptEyt (Un) P { Upsl = O,5(un+u%) pour tout n
¢ La suite (u;) est décroissante.
e Pour tout 1, ona: v2 < u, < 2 donc la suite est minorée par V2.

e D’apres le théoréeme de la convergence monotone, on peut dire que la suite (1)
converge vers un réel ¢ tel que £ > /2.

lim u,=¢et lim uy,1="¢
n—+oo n—+oo

2
De l'égalité u,+1 =0,5 (un + u_)' on déduit: £ =0,5

n

2
l+ —).

4
On résout cette équation.

=05

€+%)<:2€=€+% <:[:§ — (2=2 = ¢=\20ul=—V2

Onavuque ¢ > +v2donc ¢ =2.

Affirmation 5 vraie

Exercice 4 4 points
Un laboratoire fabrique un médicament conditionné sous forme de cachets.
Partie A

Un controle de qualité, portant sur la masse des cachets, a montré que 2% des cachets
ont une masse non conforme. Ces cachets sont conditionnés par boites de 100 choisis au
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hasard dans la chaine de production. On admet que la conformité d’'un cachet est indépen-
dante de celle des autres.

On note N la variable aléatoire qui a chaque boite de 100 cachets associe le nombre de
cachets non conformes dans cette boite.

1. Un cachet peut étre non conforme, avec la probabilité p = 0,02, ou conforme.

Un échantillon de 100 cachets correspond a une répétition avec remise de l'expé-
rience qui consiste a tirer un cachet de la production totale.

Donc la variable aléatoire N qui a chaque boite de 100 cachets associe le nombre de
cachets non conformes dans cette boite suit la loi binomiale de parametres n = 100
et p =0,02.

2. Lespérance de N est E(N) =np =100 x0,02 = 2.

Il y a donc, en moyenne, 2 cachets non conformes par boite.

3. a. Laprobabilité qu'une boite contienne exactement trois cachets non conformes
est: P(N=3) = (') x 0,023 x (1-0,02)1%0-3 ~ 0,182.
b. La probabilité qu'une boite contienne au moins 95 cachets conformes est la

probabilité qu’elle contienne au plus 5 cachets non conformes, c’est-a-dire :

P(N < 5) =0,985.
4. Le directeur du laboratoire veut modifier le nombre de cachets par boite pour pou-
voir affirmer : « La probabilité qu'une boite ne contienne que des cachets conformes
est supérieure a 0,5 ».

Pour N suivant la loi binomiale de parametres n, a déterminer, et p = 0,02, on veut :

n
P(N =0)>0,5.Cest-a-dire: (0) x 0,02° x (1-0,02)" > 0,5. On résout cette inéquation.

n
0) x0,02° x (1-0,02)" > 0,5 < 0,98" >0,5 <> In (0,98") >1n (0,5)

In (0,5)

— nxIn(0,98) >In(0,5) < n< ———
In (0,98)

Donc le nombre maximum de cachets dans la boite pour que la probabilité qu'une
boite ne contienne que des cachets conformes soit supérieure a 0,5 est 34.

Partie B

On admet que les masses des cachets sont indépendantes les unes des autres. On préleve
100 cachets et on note M;, pour i entier naturel compris entre 1 et 100, la variable aléatoire
qui donne la masse en gramme du i-éme cachet prélevé.

On consideére la variable aléatoire S définie par: S = M; + M) +...+ M.
On admet que les variables aléatoires M, My, ..., Mjgo suivent la méme loi de probabilité
d’espérance =2 et d’écart-type o.
1. Chaque variable aléatoire M; suit une loi de probabilité d’espérance u = 2.
S=M;+ My +...+ Mg
On utilise la linéarité de 'espérance donc :
ES)=EM;+ M +...+ M) = E(My)+ E(My) +...4+ E(Mypo) =100 x 2 =200

La masse de 100 cachets est donc en moyenne de 200 grammes.
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2. On note s’écart type de la variable aléatoire S.

Chaque variable aléatoire M; suit une loi de probabilité d’écart-type o, donc de va-
riance V (M;) = o?.

Les variables M; étant indépendantes, on va utiliser ’additivité de la variance :
VS)=V(M;+M+... +M100) =VIM)+V (M) +...+ V(MIOO) = 1000'2

s=vV(S)=v10002 =100
3. On souhaite que la masse totale, en gramme, des comprimés contenus dans une
boite soit strictement comprise entre 199 et 201 avec une probabilité au moins égale
a0,9, c’est-a-dire que P(199 < S <201) > 0,9.
a 199<5<201 < 199-200<S-200<201-200 < -1<S-200<1
— |§-200|<1
Donc P (199 < § <201) = P(|S—200| < 1)
En prenant I'événement contraire :
P(|S-200/<1)>0,9 < P(|S-200|>1)<0,1
b. La variable aléatoire S a pour espérance E(S) = 200 et pour variance V(S) =
10002 donc, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a:

V(S)

pour tout§ € ]0; +oo[, P(|S—E(S)| > 6) < =

10002

c’est-a-dire, pour tout § € ]0; +oo[, P (|S—200| > 6) < 5z

On cherche o pour que P (|S—200| >1) <0,1.
On prend 4§ = 1 donc 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev devient :

10002 |, . ,
P(|S—2oo|>1)gT,cest-a-dlreP(|S—2oo|>1)<1000

11 suffit que 10002 < 0,1 donc que 02 <1073, etdonc que o < V1073,

La valeur maximale de o qui permet d’assurer la condition requise est
0=Vv1073x=0,0316.
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