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MATHEMATIQUES 

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées. Les 

calculatrices permettant d'afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites. Leur 

utilisation sera considérée comme une fraude (Cf. Circulaire n0 5990/OB/DIR. du 12 08 1998). 

Partie A 

1. La figure ABCDEFGH ci-contre est un cube. 

a) Reproduisons la figure et montrer que la droite (BD) est perpendiculaire au plan (ACG). 0,25 pt 

Pour la reproduction vérifier que AD = BC = 4cm et que BCGF est un carré de même ADHE. 

La droite (BD) est perpendiculaire à la droite (AC) et elle est orthogonale à la droite (CG). Donc (BD) est 

perpendiculaire au plan (ACG) 

b) Montrons que la droite (BE) est perpendiculaire au plan (AFG). 0,25 pt 

La droite (BE) est perpendiculaire à la droite (AF) et elle est orthogonale à la droite (FG). Donc (BE) est 

perpendiculaire au plan (AFG) 

c) Déduisons-en que les positions relatives de (AG) et (BD) ; (AG) et (BE) et (AG) et (BDE). 0,25 pt 

La droite (BD) est perpendiculaire au plan (ACG) donc elle orthogonale à toute droite du plan (ACG). 

Donc (BD) est orthogonale à la droite (AG) ; 

La droite (BE) est perpendiculaire au plan (AFG) donc elle orthogonale à toute droite du plan (AFG). 

Donc (BE) est orthogonale à la droite (AG) 

La droite (AG) est orthogonale à la droite (BE) et (AG) est orthogonale à la droite (BD) donc (AG) est 

perpendiculaire au plan (BDE) 

d) Donnons la nature exacte du triangle BDE et justifions la réponse. 0,25 pt 

Le triangle BDE est équilatéral car BD = BE = DE. 

e) Donnons la nature exacte deEACG et justifions la réponse. 0,25 pt 

Le EACG est un rectangle. Les 4 points sont coplanaires avec 4 angles droits. 

CORRIGE 

EXERCICE 115 points) 

C 
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2. Soit T le centre de gravité du triangle BDE et / le point d'intersection de la droite (ET) et de la droite 

(BD). 

a) Montrons que / est le milieu du segment [AC] et que les droites (ET) et (AG) sont coplanaires. 

0,25 pt+0,25 pt 

T est le centre de gravité du triangle BDE, le point d'intersection de la droite (ET) et de la droite (BD) est 

donc le milieu de [BD], Or ABCD est un carré donc le milieu de [BD] est le milieu de [AC], Donc / est le 

milieu du segment [AC] 

b) On pose le point d'intersection de (El) et (AG). Montrer que A^ = -AG. 0,25 pt 

D'après le théorème de Thaïes A^ = - AG 

c) En déduire que T = ■ 0,25 pt 

It- H —3 i H —> 

r 

* 

i 
^ H ^   H ( 

El 

D'après le théorème de Thaïes IT-^ = - /E T1 G [IE] 

T est centre de gravité donc IT = ^IE,T G [IE] 

Donc T-l = T 

6/16 https://groupe-reussite.fr/cours-particuliers/maths/tous-niveaux/france/

https://groupe-reussite.fr/cours-particuliers/maths/tous-niveaux/france/


Partie B 

L'espace est muni du repère orthonormé direct (A, AB , AD , AE ). 

1. Soit I,J et K les points tels que : AI =-AD , EJ =-EH etBK =-BC 

a) Donnons les coordonnées des points I, J et K puis montrons que les points I, J et K définissent un 

plan. 

1(0;^; 0) , J(0;^1) , K(l;i;0). 0,25 pt 

Les points I, J et K ne sont pas alignés donc ils définissent un plan. 0,25 pt 

b) Montrons que le vecteur n (1; 4; 0) est normal au plan (IJK). 

n.l] =0 etn.lK = 0 , donc n est orthogonal aux vecteurs IJ et IK , par conséquent rT est normal au 

plan (IJK). 0,25 pt 

c) Déterminons une équation cartésienne du plan (IJK). 

Soit M(x, y, z) G (IJK) , on a .x^x + y^y + z^z + d = 0 avec d G IR, 

x + 4y + d = 0 de plus Xj + Ayj + d = 0, donc d = —3. 
Par conséquent (IJK): x + 4y — 3 = 0. 0,25 pt 

d) Justifions que les points A, I, J et K sont les sommets d'un tétraèdre puis calculons le volume de ce 

tétraèdre. 

Le point A n'appartient pas au plan (IJK), donc les points A, I, J et K sont les sommets d'un 

tétraèdre. 0,25 pt 

Son volume est : V = - ||(AI A AJ ). AK II = - -AD .AD =-cm3. 0,5 pt r» ' ' ' ' r» 4- R 

Nota Bene : On peut montrer que (AI A AJ ). AK ^ 0 pour justifier que les les points A, I, J et K sont les 
sommets d'un tétraèdre. 

2. Soit M un point de la droite (IJ). 
3 

a) Montrons que M a pour coordonnées (0 ; — ; a) avec a G E. 

Soit (x, y, z) le triplet de coordonnées de M. 

M(x,y, z) G (IJ) => Bcr G Etel que/M = alj 
x = 0 

y — - = 0 
4 

z = a 
x = 0 

z = a 
3 

Donc M a pour coordonnées (0 ; — ; a) avec cr G E. 0,25 pt 

b) Déterminons l'aire A(a) du triangle AKM en fonction de a. 

Ona:A(a) =i||ÂK AÂ/vTH fÂë'-aÂD' + ^Âïr =±Jja2+^. 0,5 pt 
2 4 2-0 4 16 

c) Déterminons le point M0 en lequel A(ci:) atteint son minimum. 
5 Œ 

La fonction a -> A(a) est dérivable sue E et A'(a) = 
8 x l—a2+ — ' 4 16 

A'(a) s'annule et change de signe au point a = 0, donc A(a) atteint son minimum au point M0(0;-; 0). 

Par conséquent M0 = I. 0,5 pt 
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EXERCICE 2 (3,5 points) 

On se propose de déterminer l'ensemble S des entiers relatifs n vérifiant le système : 

(n = 4[12] 

In = 3 [11] 

1. On considère l'équation suivante (£") : 12it + lin = 1. 

a) Sans exhiber une solution, justifions l'existence d'un couple d'entiers relatifs (u, v) solution de (£"). 

Les nombres 11 et 12 étant premiers entre eux, d'après le théorème de Bezout, 

il existe un couple d'entiers relatifs (u ; v) tel que 12it + lin = 1. 0,5 pt 

b) Déterminons un couple (it0 ; no) solution de (£"). 

Le couple (1 ; -1) est solution de (£"). 0,5 pt 

2. Montrons que pour tout couple (it ; n) vérifiant (£"), l'entier 3 X 12it + 4 X lin appartient à S. 

Soit (u ; n) une solution de (£"). 

3 x 12it + 4 x lin — 3 = 3 x (12it — 1) + 4 x lin 

= 3 x (-lin) + 4 x lin 

[D'après(E)] = lin 

= 0[11] 

De même, 

3 x 12it + 4 x lin - 4 = 3 x 12it + 4 x (lin - 1) 

= 3 x 12it — 4x 12it 

[D'après(E)] = — 12it 

= 0 [12] 0,5 pt 

3. Soit n un entier relatif appartenant à S. On pose n0 = 3 X 12it0 + 4 X lln0 ■ 

a) Démontrons que n — n0 = 0[132]. 

(n = 4 [12] (n = 3 [11] 
On a : ] mi et ] o r-i -n 

[n0 = 4 [12] (no = 3 [11] 

En faisant les différences membre à membre, on en d déduit n — n0 est un multiple de 12 et de 11. Il 

existe alors des entiers p et q tels que : 

n — n0 = 12p = llq. 

D'après le théorème de Gauss, on d déduit de cette relation, puisque 11 divise 12p et est premier 

avec 12, que 1 Idivise p : il existe un entier p' tel que p = llp'. 

Ainsi, n — n0 = 12p = 12 X llp' = 132p'. 

Par conséquent, n — n0= 0 [132], 0,5 pt 

b) Déduisons-en qu 'un entier relatif n appartient à S si et seulement s'il peut s'écrire sous la 

forme n = 132 k — 8 ou k est un entier relatif. 

Si un entier relatif n appartient à S, on a d'après les questions précédentes, n = n0 [132], 

L'entier n peut s'écrire donc sous la forme n = 132k — 8 ou k est un entier relatif 
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Réciproquement, s'il existe un entier/c tel que n = 132k — 8, alors n = 11 x 12k- 8. 

On a donc n= -8 [11] et n= -8 [12], 

Comme -8 est congru à 4 modulo 12 à 3 modulo 11, il vient n = 4 [12] et n = 3[11]. 

Autrement dit n appartient à S. 0,75 pt 

4. Application 

Soit n le nombre de billets achetés par Farba. Les données du problème entraînent : 

(n = 4[12] 

(n = 3 [11] 

D'après les questions précédentes, il existe un entier/c tel que n = 132k — 8. 

r\ r\ ^ ^ r\r\ r\ 800 + 8 , 1000 + 8 
Comme 800 < n < 1000, on a  < k < , 

32 32 

c'est a dire 6,1212 < k < 7,6363; 

Etant donné que /c est un entier, on a/c = 7 et n = 132 X 7 — 8 = 916. 

Ainsi, Farba a acheté de 916 billets de 1 000 FCFA soit une dépense de 916 000 FCFA. 0,75 pt 

PROBLEME (11,5 points) 

Partie A (4,5 points) 

Le plan complexe (P)est muni d'un repère orthonormé direct (0,11, V) d'unité 1 cm. 

Soit / l'application du plan complexe dans lui-même qui, à tout point M(z), associe le points M'(z') tel que : 

z' = az + b, avec a G (C* et h G (C. 

1. Reproduisons et complétons le tableau suivant : 4 x 0,25 = 1 pt 

Valeurs de a a = 1 a G E*\{1} a = eie a G (C*\{1} 

Nature exacte Translation Homothétie Rotation d'angle 0 (0 A 

0(27r) 

Composée d'une rotation 

et d'une homothétie de 

même centre, c'est-à-dire 

une similitude à centre 

1. Soit A, B, C et D les points d'affixes respectives i ,1 — i, 2 — 3i et 4 — 2i. 

Donnons l'écriture complexe de la similitude plane directe S transformant A en C et B en D, puis précisons 

sa nature exacte et ses éléments caractéristiques. 

L'écriture complexe de 5 est 5: z' = iz + 3 — 3i. 

La similitude plane directe S est la rotation de centre 11(3) et d'angle ^ ■ 0,5 pt 

2. Soit (F) l'ensemble des points M(x,y) vérifiant : x = (y — 5)(y — 3)ey_3 + 3. 

On désigne par (Ch) l'image de (F) par S. 

a) Montrons que (Ch) est la courbe de la fonction h définie par :h(x) = (x2 + 2x)e~x. 0,5 pt 

x' = 3—y , (x = y'-l-3 (x = 3 — y (, 
L'expression analytique de S est : |y' _ x _ 3 • Ce qui équivaut à : ^ x, 
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M'(x',y') G (Ch) 3M(x, y) G (T) tel que M' = S (M). 

f x' = 3 — y 
M'(x',y') G (Ch) <=^ 3(x,y) G E2tel que -1 y' = x — 3 

(x = (y - 5)(y - 3)ey_3 + 3 

f x' = 3 — y 

M'(x',y') G (Ch) <=> 3(x,y) G E2tel que -1 y' = x — 3 

(y' = (x'2 + 2x')e~x' 

<=> M' E (Ch) où h est définie par : /i(x) = (x2 + 2x)e~x. 0,5 pt 

b) Construisons (C^). 0,5 pt 

2 

X —00 /2 +co 
h'(x) + — 

h 2 -1 Cl/ 

—/ 1 = 

3 

h 

/ _2 

r-V2) = (2- 2^e^ 

= (2 + 2^)e-^ 

c) Calculons I = f0 h(x)dx puis donnons en cm2 l'aire de la portion du plan délimitée par (C^), 

(0, ït), (0, v) et la droite d'équation x = 1. 
9 

A l'aide d'une double intégration par parties, on obtient : ^ = 4 — - ■ 

L'aire vaut ^4 — ^xl cm2. 0,5 pt 

3. On pose, pour tout entier naturel n (n > l),Jn = /0 x
ne~2xdx. 

a) Calculons/!. 
e2-3 

Par intégration par parties, on trouve : /i = —7- ■ 0,25 pt 

71+1 1 
b) Montrer que : Vn > !,/„+! = —]n - 

Le résultat est obtenu à l'aide d'une intégration par parties. 0,25 pt 

c) Déterminer alors /2, /s et /4 ■ 3 x 0,25 pt = 0,75 pt 

1 + 1 1 e2 — 3 1 e2 — 5 
]2 ~ ~2^~ ^2" ~2^~ de2 

2 + 1 1 3 e2 - 5 1 3e2 -19 
L = x L = — x 
73 2 72 2e2 2 4e2 2e2 8e2 

3 + 1 1 3e2 - 19 1 3e2 - 21 
J4 - o X /s - ^777 - 2 X 2e2 8e2 2e2 4e2 

d) Calculer en cm3 le volume V du solide engendré par révolution autour de l'axe (O, ït), de la 

portion de (Ch) comprise entre les droites d'équation x = 0 et x = 1. 0,75 pt 
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v = j n[h(x)]2dx x 1cm3 

0 
rl 

T* / 
mi mi 

• • • • 
V = n[(x2 + 2x)e~x]2dx x 1cm3 ■ ■ 

J 0 ■ ■ 

v = ) 7r(x4 + 4x3 + 4x2)e_2xdx x 1cm3 

n 

■ ■ ■ 

V = u'J, + 4/3 + 4/2) x 1cm3 

/13e2 — 79\ 
17=,ri 4e2 jxlcm 

■ m 
«V •y •\ 

CA 

m m m • • « ♦ 

Partie B (1,25 pt) 

On considère la fonction g définie sur ]—oo ; 0[ par : g(x) = 1 — x + xln|x|. 

1. Etudions les variations de g. 

lim g(x) = lim [1 — x + xln|x|] = lim [1 + X — Xlnl^l] 
x -> —œ x -> —œ X -> H-œ 

= ^ + — lnl^l] = —00 

lim g{x) = — oo, avec X = —x 
x —* —oo 

lim g(x) = lim [1 + X — Xlnl^l] = 1 
x -> 0 X -> 0+ 

lim ,g(x) = 1. 
x -> o 
g est dérivable sur l'intervalle ]—oo ; 0[ 

g'(x) = —1 + Zn(—x) + ^ x x 

flf'(x) = ln(-x) 

V x < 0 , g'(x) = 0 , Zn(—x) = 0 , x = —1. 

X —00 —i 0 

g'(x) 
-\- ' 

) 

g 

2 

Sur l'intervalle ]—oo ; —1], g est strictement croissante. 

Sur l'intervalle [—1 ;0[, g est strictement décroissante. 0,5 pt 

2. Montrons que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution a et que a G ]—4 ; — 3[. 

> Sur l'intervalle ]—oo ; —1[ g est continue et strictement croissante de plus, 0 G gQ—oo ; —1[) = 

]—oo ; 2[ donc l'équation g(x) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle ]—oo ; —1[. 

> Sur l'intervalle ]—1 ; 0[, g(x) > 0 donc l'équation g(x) = 0 n'a pas de solution dans ]—1 ; 0[. 
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En définitive, l'équation g(x) = 0 admet une seule solution sur ]—oo ; 0[ 

C^(—4) = 5 — 4Zn4 

{g(—3) = 4 - 3Zn3' 

^(—4) x g(—3) < 0 donc a E ]—4 ; —3[. 0,5 pt 

D'autre part 

3. Déduisons-en le signe de g(x) suivant les valeurs de x. 

Sur l'intervalle ]—oo ; a] , g(x) < 0. 

Sur l'intervalle , [cr ; 0 [, g{x) > 0. 0,25 pt 

Partie C (4 points) 
X ■ 

1 + -r-r-r- , si X < 0 
Soit f la fonction numérique définie par :f(x) = < lnlxl 

(x2 + 2x + 1) e~x , si x > 0 

On note (C) la courbe représentative de f dans le repère (0; ïf, tf). 

1. Déterminons le domaine de définition de f. 

Posons ffx) = /(x) si x < 0 et/2(x) = /(x) si x > 0 

si x < 0 , /(x) existe ssi Zn|x| ^o,|x|^i i etx^i 

d'où Dfr = ]—00 ; 0[ r\ IR\ {—1; 1} = ] —OO ; -l[u]-l;0[;Z)/i =]-œ; -l[u]-l;0[ 

si x > 0, /(x) existe = IR n [0 ; +oo[ = [0 ; +oo[ ; Df2 = [0 ; +oo[. 

Df = Dfi U Df2 = IR\ {-1} = ] oo ; -1[ u ]-l ; +oo[. 0,25 pt 

2. Etudions la continuité et la dérivabilité de f en 0. 

> Continuité en 0 

/(O) = (02 + 2 x 0 + 1) e-0 = 1 

lim /(x) = lim [(x2 + 2x + 1) e_x] = 1 lim /(x) = 1 
x -> 0+ x ->0+ x ->0+ 

lim /(x) = lim [l + M = 1 
x ^>0 x ^0- y. ln|x| J 

lim /(x) = 1 
x -> 0 

On a : lim_/(x) = lim /(x) = /(O), donc / est continue en 0. 0,25 pt 
x -> o x -> o+ 

> Dérivabilité en 0. 

• lim = lim  ^— = lim x 1 = —oo. 
X ->0- x - 0 x ->0- X x ->0- xln\x\ 

\iïn_^x^_ ^ = —oo, donc / n'est pas dérivable à gauche en 0. 

/O) - /(O) (x2 + 2x + l)e_x-l 
• lim    —- = lim 

x - 0 x ^0+ 

lim 
x -> o+ lim \xe x + 2e x +   ^1 

^ o+ L x j 

lim lxe~x + 2e~x —     x ^-1 = 2 — 1 = 1 
^ 0+ L x exJ 

lim = 1, donc / est dérivable à droite de 0 et /'d(O) = 1. 
x -> 0+ x — 0 
Conclusion f n'est pas dérivable en 0. 0,5 pt 

3. Etudions les variations de /( on pourra utiliser les résultats des parties A et B). 

❖ Sur ] —oo ; — 1] U ] — 1 ; 0 [ / est dérivable. 
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/(x) = 1 + 
x - 1 
ln|x| 

f'x) = 
ln\x\ - -(x - 1) i - x + xin|x| 

/'(X) = 

(in|x|)2 

Six) 
x(in|x|)2 

x(in|x|)2 

/'(x) est du même signe que : 
g M 

x — 00 a -1 

g(x) 

X 

m 

Sur ]—oo; a\ f est strictement croissante 

Sur {a ] —1[ U ] —1 ; 0[ / est strictement décroissante. 

❖ Sur [0 ; +oo [ f est dérivable. 

/(x) = (x2 + 2x + 1) e_x 

/'(x) = (2x + 2)e~x — (x2 + 2x + 1) e~x 

/'(x) = (—x2 + V)e~x 

V x > 0 , /'(x) = 0 , x = 1. 

0,25 pt 

x 0 + 00 

m o 

Sur [0 ; 1] / est strictement croissante. 

Sur [1 : +oo [ f est strictement décroissante. 

Dressons le tableau variations de f. 

0,25 pt 

0,5 pt 

m o oo 

X —oo 

/ 

a 

1 + a + 00 

+ 00 
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4. Etudions les branches infinies de (C). 

x -> —co x - 
Posons X = —x 

ln|x| J x — co L ln\x\ ln\x\] x -> - ■oo L 

X 1 
InX InX. 

lim [1 + ^— ttI + lim [l—— —1 = —co. D'où lim /(x) = —00. 
->-00 L ln\x\ ln\x\i x^+œL InX InX] x->-00

J 

lim = [- H—77 7—] = 0 
> x ix ln\x\ xln\x\l 
f(x) 

x —* —00 

lim  = 0 ,donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction celle de la droite 
x -> —00 x 

(x'x) en —00. 0,5 pt 

X lim /(x) = lim [l + ^ , M = —00 
x ^ -1- x ln|x| J 

lim /(x) = —00 
x -> -1 

X lim /(x) = lim [l + ^ M = + 
x ^-1+J x ^-1+ L ln|x| J 

00 

lim /(x) = +00. 0,25 pt 
x -> -1+ 

La droite d'équation x = — 1 est une asymptote verticale à (C) 

V lim /(x) = lim [4^ + ^7 + = 0 
x -> H-œ x -> H-œ Le x e x e X1 

lim /(x) = 0, donc la droite d'équation y = 0 est une asymptote à (C) en +00. 0,25 pt 
x -> +00 

5. Vérifions que : f(a) = 1 + a. 

CC — 1 
On a : /(«) = 1 H—• Or gia) = 0 , 1 — cr + crZnlcrl = 0 , a — 1 = crZnlcrl 

Donc /(cr) = 1 + a*1^ = 1 + cr ; /(cr) = 1 + a. 0,25 pt y ln|a| r 

6. Traçons la courbe 0,75 pt 

i i i i i i M i i i i i i i 2 

3 i....:....:....:....:....:...!...:....;..,.:.... 

i ; i •: : : i 

%  MM J .M.MmJmMM.mJ.M.,., j . j . J" J' ; ' ! ' 
: ^8 ; "7 : ^5 : -5 : ^4 : -3 : i * 1 

 1...j,....., 
a ; 3 i £ : 3 : ^ : 5 è ; 7 ; 3 ; 
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k 
n 

Partie D l,75pt 

Soit (Un) la suite définie par :V n G N*, Un = + n)2e' 

Un =-^[(1 + ri)2e~~rî + (2 + ri)2e~~rï + ••• +(n + n)2e_~|. 

1. Montrons que pour tout n G N*et k un entier naturel tel que : 0 < k < n — 1, on a 
fe +1 

7^© s4" m 

Un=^I1k=i(k + n)2e n 

Ona: 0 < k <n — 1 

^<t<^ 
n n 

/ô < /(t) < /(ïii) 
fe + 1 

n 
2. Déduisons-en que : 

un + ^—r ^ JoVCO dt < Un et que : I + — < Un <l + — + — 

On a : -/(-) < /fe " /(t) < -/(—) 
nJ KnJ J— 1 v y nJ K n J 

k+ i 

0,5 pt 

n-l n-1 fc+1 
1 k 

n-l 
Zi k sr f n + i 

k=0 k=0 n k=0 

ir.pnfi^ilrmdt<iu-nf^ 

i/(0) + U„ —i/U) < JoVWA < y» 

Or (x) = (x + l)2e_x , /(0) = 1 et /(l) = 4e_1 

Par conséquent 

un+T-i-es{lmdt<un . 

•!- y» + Gr-s/^/Wdt < y„ 

I = h(x)dx = /^(x2 + 2x)e Xdx 

1 = Jq^/W - e~*)dx = J^/Wdx + [e-x]J 

1 = JoVOO^ + e-1 - 1 

Par suite /0
1/(x)dx = / + 1 — e_1 = / + 1 — — , /0

1/(x)dx = / + 
e - i 

0,25 pt 

0,25 pt 

Devient Un + 
e - 4 

< / + 
e - 1 

< t/. 

Par conséquent I + 

ne e 

e -1 
< Un < I + — + 4-e 

ne 
0,25 pt 
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3. Montrons que (Un), n G IN* est convergente et donnons sa limite. 

lim (/ + 1^-) = lim (/ + + ^-) = 1 + 
n ->+oo e n ->+oo e ne e 

Par conséquent la suite (Un) est convergente et sa limite est : 

, , e - 1 9,. e-l -10 + e , . r 10 / +  = + 4+  = + 4= 5 . 
e e e e e 

i n 
lim Un = S  0,5 pt 

n -> + oo e 
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