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CORRIGÉ MATHEMATIQUES SUJET 1 

EXERCICE 1 : (04 pts) 
Le plan complexe est muni d'un repère orthonormé direct (0; H, v). Soit le nombre complexe a défini par 

a = y/2 — V3 — i V2 + V3 . 

1. Montrons que a2 = —2V3 — 2i. 

a2 = (V2 - V3 - i V2 + Vb)2 = 2—VS — 2 — VS — 2i J(2- V3)(2 + V3)=-2V3 - 2iVÏ. 

D'où a2 = —2V3 — 2i. 0,5 pt 
Déduisons-en le module de a. 

|a2| = 4 => |a|2 = 4 => |a| = 2. 0,5 pt 
2. Ecrivons a2 sous forme trigonométrique. 

a2 = —2V3 — 2i = 4 -y — ^ i j = 4 |cos + i sin (yj] 

a2 = 4(cosy + i siny). 0,5 pt 
19 TT 

Vérifions qu'une des mesures de l'argument de a est -y- ■ 

arg(a2) = y [27r] => 2arg(a) = y [27r] => arg(a) = y [tt] ou arg(a) = y + kn, k El. 

Prenant k = 1, arg(a) = y + 71 = yr- pt 

3. Déduisons-en les valeurs exactes de cos ^y^ et sin ^y^ . 

„ f 19n . . 197t1 „ f (7n \ . . (In \1 „ 7n . 7n 
a = 2 cos h 1 sin— = 2 cos 1- tt + t sin \- n] \ = —2 cos 2i sin— et 

L 12 12 J L V12 / V12 /J 12 12 

a = ^2 - V3 - 1^2 + V3 

V2-V3 ^ . (7n\ V2+V3 • • 1 • f7Tl\ v 2—v3 i . f 7T[\ V2+V3 __ „ _ Ce qui implique que cos ( — 1 = ^— et sin ( — 1 = —-—. (0,25+0,25) pt 

Déduisons-en les valeurs exactes de cos (y) et sin (y). 
n _ 7n 6n _ 7n n 
12 — 12 12 — 12 2' 

COS 
/ tt \ (In n\ (n 7n\ i /77r\ V 2 + V3 
( — ) = cos = cos = sin — =  
V12/ Vl2 2/ V2 12/ Vl2/ 2 

(n\ . (7n n\ . (n 7n\ (7n\ V2-V3 
S." (-) = sin Ùj - ù = - Sin (j - = - cos (-)=—, (0,25+0,25) pt 

4. Représentons sur le même graphique les points images de a, —a et a2. 

Ar(-a) e 

Tir 
fii. 

■v 

S 

M' (a2)»* ^ 
M (a) 
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Epreuve du 1er groupe 

EXERCICE 2 : (04 pts) 

On jette trois fois de suite un dé non truqué à six faces portant les chiffres allant de 1 à 6. On lit les numéros 
des faces supérieures et on les note dans cet ordre a, h, c. Puis on forme 1 équation du second degré (E) : 

ax2 + bx + c = 0. 

1. Soit A l'événement : « —1 est solution de (£") avec b = 6 ». 

Justifions que p(A) = —. 216 
Si —1 est solution de (E) avec b = 6 alors a et c vérifient la relation a + c = 6. D'où 
A = {(1,6,5); (2,6,4); (3,6,3); (5,6,1); (4,6,2)}. 

15 5 
Ce qui donne p(A) = 5 x — = — = —. 0,5 pt 

2. La probabilité de l'événement : 

B\" — 2 est solution de (E) et c = 4 " est p(B) = 

Justification : Si —2 est solution de (E) et c = 4 alors a et b vérifient la relation 

4a — 2b + 4 = 0. Ce qui implique que b = 2a + 2. D'où B = {(1,4,4); (2,6,4)}. 

Ce qui donne p(B) = ^ = ^. 0,5 pt 

^ C: " la somme des solutions est - 2 et leur produit est 1" est p(C) = —. 

Justification : Si la somme des solutions est - 2 et leur produit est 1 alors a, b et c vérifient 
fb = 2a 
{ 
D'où C = {(1,2,1); (2,4,2); (3,6,3)}. 

3 1 
Ce qui donne p(C) = — = 0,5 pt 

b2 = 4ac 

4 

63 72 

^ D: " Les deux solutions sont confondues avec b = 4" est p(D) = —. 

rbz = 
Justification : Si les deux solutions sont confondues avec b = 4 alors a, b et c vérifient 1 , 

t b = 
Ce qui implique que a et c vérifient la relation a x c = 4. 
D'où D = {(1,4,4); (2,4,2); (4,4,1)}. 

3 1 
Ce qui donne p(D) = ^ = pt 

3. L'épreuve précédente est répétée 10 fois de suite et de façon indépendante. 

a) Soit F l'événement : " l'événement A se réalise une seule fois au 3eme essai". 

Montrons que p(F) = . 

Désignons par S « l'événement A se réalise » et par E « l'événement A ne se réalise pas». 

D'où F est le 10 — uplets défini comme suit : F = (E, E, S, E, E, E, E, E, E, E). Donc 

P(F) = c; x ^ x g)'. 0,5 pt 

b) Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de réalisations de l'événement A à l'issue des 10 épreuves. 

b-1) La loi de probabilité de Y\ 

r = {0,1,2, 3,4,5, 6,7,8,9,10} 
s C \ ^ /91 1 \ ^ 

PO-= fc) = Cfo x (-) x(-) . 0,5 p. 

Ici Y suit une loi binomiale B(n, p) de probabilité p ; n = 10. 
5 25 

b-2) Le nombre espéré de réalisations deA est : E(Y) = n x p(A) = 10 x — = —■ 0,5 pt 
5 211 10550 

b-3) La variance de Y est : V(Y) = n x p(A)(l — p(A)) = 10 x — x — = -——. 0,5 pt 
216 216 (216jz 

PROBLEME : (12 pts) 

A. 

1. f(x) existe <=>(^<Xn^ou(X~n <=>0<x<l oitx>l<=>xe]0, +oo[ 0,5 pt 
tx>0tx>0 

Df= ]0, +oo[. 
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2. /(I) = 1+ -p=l + l = 2, lim /(x) = lim 1 + x — x Inx = 1 + 1 — Uni = 2, 

Vl x->l x->l 

lim /(x) = lim 1 + —= 1 + ^ = 2; lim /(x)=lim /(x) = 2 . 
x —> 1+ x —> 1+ a/JC a/ 1 ^ ^ ^ 

Donc lim /(x) = 2 ; lim/(x) = /(l) ; d'où / est continue en 1. 
X—> 1 X 1 

3. supposons que 0 < x < 1 
/(x)-/(l) _ 1+x-x lnx-2 _ x-1-xlnx _ x-1 /lnx\ 

x-1 x-1 x-1 x-1 \x-lj 

/(x)-/(l) , /lnx\ .. In X 

0,5 pt 

-/(l) j /lnx\ tn X , ,, , 
 = 1 — x ( — ) or lim x = 1 e/ lun  = 1. d ou 

^ x —> 1 x —y 1 x — 1 

lm ^ ^ = 1 -1 (1) =1-1 = 0. 
-v^r x-1 

Donc f est dérivable à gauche en 1 et (1) = 0. 0,25 pt 

Supposons que x > 1 

/0)-/(l) _ 1+VÏ~2 _ yï-1 _ l-yfx _ l-yfx 
x-l x-1 x-1 ^fx {x-1) Vx (Vï-l) (Vï+l)1 

/(,)-/(!)_ Vï-i _ i . D.où M /«-/d) _ 1 _ 1 
X-1 Vx (Vx-i) (Vx+i) V2(V2+1)- u 0U ""l x-1 Vï (Vï +1) 2 

donc f est dérivable à droite en 1 et (1) = — 0,25 pt 

/Ù (1) ^ ^ (1) ; donc / n'est pas dérivable en 1. 0,25 pt 

fg (1) = 0; donc (Cy) admet au point d'abscisse 1 une demi-tangente horizontale à gauche. 0,25 pt 

/ù(l) = — 2 ' c'onc adiTiet au point d'abscisse 1 une demi-tangente oblique de coefficient directeur 

— - à droite. 0,25 pt 

4. liml + x = l + 0 = l ; limxlnx = 0 ; lim /Yx) = 1. 0,25 pt 
.Y —> 0+ Y —> 0+ Y —> 0+ 

lim Vx = + oo ; lim —= 0 ; lim /(x) = 1. 0,25 pt 
X —> -l-co x—> -l-co X —>■ -l-co 

lim /(x) = 1, donc la droite d'équation y = 1 est une asymptote horizontale à (CV) en +00. 0,25 pt 
X —>■ +00 

5. 0 g et lim+/(x) = 1 G E ; donc / admet un prolongement par continuité à droite en 0. 

r/i(x) = /(x) si x > 0 

l /i(0) = 1 ' P 

6. Supposons que 0 < x < 1. 

h{x)-h{0) _ l+x-x\nx-l _ x-x\nx _ x{l-\nx) _ ^ 
x-0 xxx 
h{x) — h(0) 

lim = lim 1 — Inx ; lim Inx = —00 => lim 1 — Inx = +00. 
x->0+ X — 0 x->0+ x->0+ x->0+ 

ljm + œ ■ (jonc ^ n'est pas dérivable à droite en 0. 0,25 pt 
x->0+ x-0 ' F ' F 

La courbe de h admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente verticale à droite. 0,25 pt 

7. V x G ] 0,1 [, /' (x) = 1 — ^ln x + x x -^ = 1 — In x — 1 = — In x. 0,5 pt 
1 

Vy e ]l,+co[, f'(x)= = -jtâ' 

VxG]0,1[, lnx<0 => — lnx>0=> /'(x) > 0. 

V x G ]1, -l-oo[, x Vx > 0 => /'(x) < 0. 
1 pt 
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MATHEMATIQUES 

0 i 

i'W 4- — 

-i 

;\ 

■?(0 ^ ^T'I ^.,53 iw- ^ 6 
\[ù)5)" ^S5 

1 pt 

4 
b. ^4 = ^ [/(x) — 1] dx x IL. a, avec li.a = unité d'aire. 

On a : /^[/(x) — 1] dx = ^ — 1 j dx = dx = [2 Vx]^ = 2V4 — 2VT=2. 

Or 1 "U. (X = 2 cm x 2 cm =4 cm2. 

Donc 4 = 2x4 cm2 = 8 cm2. 1 pt 
B. 1. = / sur [1, +oo[. 

a. g{x) = x <=^ g{x) — x = 0 <=> k{x) = 0, avec k{x) = g{x) — x. 
k est dérivable sur ] 1, +oo[. 

V x G ] 1, +oo[,/c'(x) = g'(x) — 1 = /'(x) — 1 = -^^-1- 0,25 pt 

V x G ]1, +oo[,/c:'(x) < 0, donc k est strictement décroissante sur ]1, +oo[. 0,25 pt 

Donc k est une bijection de [1, +oo[ sur k( [1, +oo[) = 1 lim k(x), k(l)\ = ]—oo, 1], 0,25 pt 
J x^+oo J 

Or 0 G ]—oo, 1], donc l'équation k(x) = 0 admet une unique solution a dans [1, +oo[. En conséquence 

l'équation g(x) = x admet une unique solution a dans [1, +oo[. 0,25 pt 

/c(l) = 1 ; k(2) = g(2) -2= /(2) - 2 = 1,71 - 2 = -0,29. 
/c(l) x k{2) <0=> 1 < cr < 2. 

x 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2 
k{x) 1 0,32 0,19 0,06 -0,05 -0.37 -0,29 

/c(l,5) = /(1,5) - 1,5 = 0,32 ; /c(l,6) = /(1,6) - 1,6 = 0,19 ; 
/c(l,7) = /(1,7) - 1,7 = 0,06 ; /c(l,8) = /(1,8) - 1,8 = -0,05. 

/c(l,7) x /c(l,8) <0 => 1,7 < a < 1,8. 0,25 pt 

2x yfx 2x \fx' 

X yfx > x 

b. Vx G [l,+oo[, ^'(x) ==> \g'(x)\ = 

X G [1, +Oo[ =>X>1 => Vx>VÏ =>Vx>l : 

=>x-\/x>l =>2xVx>2 => —< - 
2xVx 2 

=> \g'(x)\ < = 0,5 pt 

c. g est dérivable sur [1, +oo[ 

V t G [1, +oo[, |^'(t)| < i. Or a G [1, +oo[ ; donc V x G [l,+oo[, ^(x) - 5f(a)| < ^Ix - a| 
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1 
^ \gix) ~ a\ ^ ~\x ~ a\- 0,25 pt 

2. a. w0 = 2. Or 2 > 1 ; donc w0 > 1. 

Supposons que wn> l,n > 0 et montrons que wn+1 > 1. 

wri>l=>^>0 => 1 + -^= > 1 => wn+1 > 1 => wn+1 > 1. 
jwn jwn 

D'où V n G N, wn> 1. 0,75 pt 

b. V x G [1, +oo[, \g{x) — a\ < ^ |x — a|. 

Or d'après la question précédente, wri > 1. Ce qui implique que wn G [1,+oo[. 

Wn G [1, +oo[ => |ig(wn) - «1 < i |wri - a| => |wn+1 - a| < ^ |wn - a|. 0,25 pt 

/lA® /'IN" 
g. (^-j ko -a\ = ko - a\. Or ko - «I < ko - «I - donc ko - «I < (jj ko - «I- 

si\n /i\ri+1 

Supposons que kn — «I < (") ko — a\,n > 0 et montrons que kn+i — «I < (") ko — ^1- 

kn+l - «I < ^ kn - «I- Or kn " «I < Q) ko " «l donc kn+1 " «I ^ J X (j) lW0 " a\ 

n\n+1 

=> kn+1 - «I < ("j ko - «I- 

D'oùVnGN, kn - ^1 ^ (j) ko - ^l- 0,75 pt 

lim f-l = 0 => lim f-l ko - «|=0 => lim kn — «|=0 => lim wn=a. 0,25 pt 
x^>+oo \2/ x^>+oo \2/ x^>+oo x^>+oo 
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Une autre correction 
https://www.ilemaths.net 

Exercice 1 (4 points) 

Le plan complexe est muni d'un repère orthonormé direct (O ; u , v). 

Soit le nombre complexe a défini par a = — \/3 — i Vs + \/3. 

1. Nous devons d'abord montrer que a2 = —2v/3 — 2i. 

a2 = (V2-V3-iV2 +V3)" 

= (V2-V3)2 -2iV2-V/3V2 +V3 - (V^+Vs)' 

= 2-^/3-2 i^/(2 — v/3)(2 + VS) - 2 - Vs 

= -2v/3-2iv/4^3 

= —2^/3 — 2 ivT 

= -2^/3-21 

= -2^/3-21 

Nous devons ensuite en déduire le module de a . 

= -2V3 - 2i = V(-2V3)2 + (—2)2 

= VIS+ 4 

= VÏ6 

D'où |a2| = 4 lai2 = 4 

Ia| = 2 

2. Écrivons d'abord a2 sous forme trigonométrique. 

a2 = —2v/3 - 2 i 

-4|cos|-f)+lsin(-^)) 

a2 = 4 
StiA / STT 

cosl-Tl+.s..,(-T 

IQtt 
Vérifions ensuite qu'une des mesures de l'argument de a est 

En effet, 

arg(a2) = -^ [27r] 
D 

2 arg(a) = -^ [Stt] 
D 

arg(a) = - ^ [tt] 

arg(a) = — Y2 ^7r 6 
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, . Stt STT 247r IDTT 
Si k = 2, alors arg(a) = + 27r = 

Si fc = 2, alors 
IDtt 

arg(«) = 

IDtt 
Par conséquent, une des mesures de l'argument de a est . 

3. Nous devons en déduire les valeurs exactes de cos ^^2^ sin (^2 

ii IDtt 
Nous savons que H = 2 et qu une mesure de 1 argument de a est vj^~- 

Dès lors, nous obtenons : 

IDtt . . IDtt 
a = 2 cos h i sur  

12 12 

= 2 
77r\ , / TTT \ 

COS 7r + — + 1 sur TT + — 
12 J 12 J 

Ttt TTT 
= 2 ( — cos — — i sur — 

Ttt . TTT 
a = —2 cos 2i sur — 

12 12 

Nous en déduisons que : 

Ttt „. . TTT 
a = —2 cos 21 sm — 

12 12 

, a = V2-\/3-iV2 + \/3 

—2 cos — = Vs — VS 
12 

—2 sin ^ = —V2 + VS 

Ttt V2- 
C0SÏ2 =- 

. Ttt Vs + Vs 
sm — = 

12 

Nous devons également en déduire les valeurs exactes de cos ^^2) s^n (12) 

cos (i) - c 

= cos 

'Ttt 67r\ 
.12 "Ï2J 

'Ttt TrV 

.12 2; 
'tt 77r\ 
2 ~ ' V 

\ car 
"2", / (- (2 

V2 + V3 

/ TT \ V2 + V3 
C0S\Ï2/ = ~ 

!ill(î5) 

^TT TTT 
= — sm I  

2 2 

Ttt 

siu 1^1- sin (g - g) 

Ttt tt 
12 ~ 2 

— ) car Va e R, sin(—a) = — sin(a) 

= — cos ( — 1 car Va e R, sin(y — a) = cos(a) 

Fiche issue de https ://www. ilemaths .net 
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Vs-Vs 
2 

, / TT \ V2 - Vs 
sm — =   

V12/ 2 

4. Graphique représentant les points images de a , —a et a2. 

m'(- a) • 

Tir 

VJI 

V 

^ M h ■ lO iï 

M' 
M(a 

Exercice 2 (4 points) 
On jette trois fois de suite un dé non truqué à six faces portant les chiffres allant de 1 à 6. 
On lit les numéros des faces supérieures et on les note dans cet ordre a ,b ,c. 

Puis on forme l'équation du second degré {E) : ax2 + bx + c = 0. 
On note fl l'univers de cette expérience aléatoire. 

1. Soit A l'événement : "-1 est solution de (E ) et b = 6". 

Si -1 est solution de (E ), alors nous pouvons remplacer x par -1 dans l'équation (E ). 
De plus b = 6. 
Dès lors, nous obtenons : a x (—l)2 + 6 x (—1) + c = 0 , soit a — 6 + c = 0 . 
D'où a + c = 6 
Les couples (a ; c) vérifiant la relation a + c = 6 sont les couples (1 ; 5), (2 ; 4), (3 ; 3), (4; 2), (5 ; 1). 
Il s'ensuit que A = {(1 ; 6 , 5), (2 ; 6 , 4), (3 ; 6 , 3), (4 ; 6 , 2), (5 ; 6 , 1)}. 

Nous associons à l'expérience aléatoire l'univers des possibles n = {l, 2, 3, 4, 5, 6}3, muni de l'équiprobabilité. 

, v , .s card(A) 5 5 Donc la probabilité de 1 evenement A est égalé a p[A) =  —— = ^7 =   
card(s2) 6 216 

Par conséquent, 
^ ^ À 

2. Soit l'événement B : "-2 est solution de (E ) et c = 4". 
Nous devons déterminer p{B). 

Si -2 est solution de (E ), alors nous pouvons remplacer x par -2 dans l'équation (E ). 
De plus c = 4. 
Dès lors, nous obtenons : a x (—2)2 + b x (—2) +4 = 0, soit 4a — 26 + 4 = 0 , soit 2a — 6 + 2 = 0 . 
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D'où b — 2 a + 2 
Les couples (a ; b) vérifiant la relation 6 = 2a + 2 sont les couples (1 ; 4), (2 ; 6). 
Il s'ensuit que B = {(1 ; 4, 4), (2 ; 6 , 4)}. 

2 2 1 
Donc la probabilité de l'événement B est égale à p(B) = -^ = = t--t 
  6 216 108 

Par conséquent, p(B) = — 
' 108 

Soit l'événement C : "la somme des solutions est -2 et leur produit est 1". 
Nous devons déterminer p{C). 

La somme des solutions de l'équation du second degré {E) : ax2 + kr + c = 0 est donnée par la formule 
h c 

— et le produit de ces solutions est donné par la formule 
a a 

— - = —2 
a ^^ 

' ' ' c = a 
Dès lors, nous obtenons : 

- = 1 
a 

b = 2a 

Il s'ensuit que C = {(1 ; 2 , 1), (2 ; 4 , 2), (3 ; 6 , 3)}. 
3 3 

Donc la probabilité de l'événement C est égale à p(C) = -zz = z-rz 
216 

Par conséquent, 
- è 

i 
72 

Soit l'événement D : "les deux solutions sont confondues et b = 4". 
Nous devons déterminer p{D). 

Si les deux solutions sont confondues, alors le discriminant de l'équation [E ) est nul, soit b2 — 4ac = 0. 
Or 6=4. 
Donc nous obtenons : 16 — 4ac = 0 ; soit 4ac = 16 , soit ac = 4. 
Les couples (a; c) vérifiant la relation ac = 4 sont les couples (1; 4), (2; 2), (4; 1). 

Il s'ensuit que D = {(1 ; 4 , 4), (2 ; 4 , 2), (4 ; 4, 1)}. 
3 3 1 

Donc la probabilité de l'événement D est égale à p(C) = zz = vr— = — 
6J 216 72 

Par conséquent, PiD) - ^ 

3. L'épreuve précédente est répétée 10 fois de suite et de façon indépendante. 

3. a) Soit F l'événement : "L'événement A se réalise une seule fois au 3e essai". 
5 x (211)9 

Nous devons montrer que la probabilité de l'événement F est p{F) = 

Nous avons montré que p(A) = ——. 
216 

(216) 10 

Si nous notons A l'événement contraire de l'événement A, alors p{A) = 1 — p{A) = 1 — 
211 

P(A) ' 216 

Ci-dessous un arbre pondéré représentant la situation de l'événement F . 
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ry — 
:-V A i>k 

.A 

/7 ife: /I 

%' '4 

m siy /i -'j 
H/ A ■v:; 

?'fi 

îj^,-A 

D'où p{F) -f-Vx-xf-V V216y 216 V216/ 
P{F) = 

5 x (211)s 

(216)10 

3. b) Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de réalisations de l'événement A à l'issue des 10 épreuves. 

3. b-1) Lors de cette expérience, on répète 10 fois des épreuves identiques et indépendantes. 
Chaque épreuve comporte deux issues : 

5 
• Succès : "L'événement A est réalisé" dont la probabilité est p = —— ; 

216 
5 211 

• Echec : "L'événement A n'est pas réalisé" dont la probabilité est 1 — p = 1 — —— = ——. 
216 216 _ 

La variable aléatoire Y compte le nombre de réalisations de l'événement A à l'issue des 10 épreuves, soit le 
nombre de succès à la fin de la répétition des épreuves. 

5 
D'où la variable aléatoire Y suit une loi binomiale ^(10;  ). v 216 

Dès lors, la loi de probabilité de Y est donnée par : 

10 
p(y = fc)=UjX V216 

/ 5 \fc /211N 10 k 

216 
avec k eN, k ^ 10 

3. b-2) Le nombre espéré de réalisations de A est donné par l'espérance mathématique de Y . 

E{Y) = n x p(A) 
5 

= 10 x 

- 
~ 216 

- 
" 108 

216 

v ' 108 

Donc le nombre espéré de réalisations de A est égal à . 

3. b-3) Nous devons calculer la variance de Y . 

V(Y) = n x p{A) x ^1 — 
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m 5 211 
= 10 x   x   

216 216 
10 550 
46 656 
5 275 

23 328 

m = 
5 275 

23 328 

Problème (12 points) 
Partie A 

Soient la fonction / définie par : f{x) = 
1 + x — x ln(;r) si 0 < ;r < 1 

1 + 
1 

Vx 
SI X > 1 

et {Cf ) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repère orthonormal {O ; i, j) d'unité 2 cm. 

1. Déterminons l'ensemble de définition Df de / . 

Pour tout réel x e ]0; 1[, f{x) existe car ln(;r) existe si x > 0 et cette condition est réalisée sur ]0; 1[. 

Pour tout réel x e [1; +oo[, f{x) existe car —= existe si x > 0 et cette condition est réalisée sur [1 ; 
sJX 

+ oo[. 

D'où / [x ) existe pour tout réel ;r e ]0 ; 1[ u [1 ; +co[ , soit pour tout réel x e ]0 ; +co[. 

Par conséquent, l'ensemble de définition de / est Df =]0; +oo[ 

2. Nous devons étudier la continuité de / en 1. 

• Calculons d'abord lim f{x). 
X—> 1 — 

lim f{x) = lim 1 + ;r — x ln(;r) 
X—>1~ X—>1~ L J 

= 1 + 1 — 1 x ln(l) 

= 2 

lim f{x) = 2 
r—> 1 — 

Calculons ensuite lim f(x). 

lim f(x) = lim 
X^l+ X^l + 1 "l—7= 

Vx 

— 1 H 7= 
Vï 

= 2 

D'où 

lim f(x) = 2 
r—>1 + 

lim f(x) = 2 
X—> 1 

De plus, nous savons que /(l) = 1 H—^ 
VI 

Dès lors lim f(x) = /(l) 
X—>1 

/(l) = 2 

Par conséquent, la fonction / est continue en 1. 
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3. Nous devons étudier la dérivabilité de / en 1. 

Nous devons donc montrer que lim —  ^  existe et est un nombre réel. 
♦i x — 1 

Premier cas : 0 < x <1 

hm lÈhJB. ,im 

+ x — x ln(;r) j — 2 

+i- x — 1 

= lim 
tC—►l- 

= lim 

i- x — 1 
x — 1 — x ln(;r) 

x — 1 
x — 1 x ln(;r) 

i- \ x — 1 x — 1 

x ln(;r) 
= lim ( 1 — 

tC—►l- 

= 1 — lim x x 

x — 1 

ln(;r) 
x — 1 

D'une part, lim x = 1. 
X—*l~ 

D'autre part, si g est la fonction définie sur ]0; +oo[ par g{x) = ln(x), alors 

ln(x) .. ln(x) — ln(l) 
lim —= lim —— ^ 

X->1- X — 1 x—>l~ X — 1 

= 5'(1) 

= 1 car g'{x) = - g'{l) = - = 1 
X 1 

lim ld£) . ! 
♦i- x — 1 

D'où lim fi*) - /(l) = 1 — lim ( x x 
x-»!- x — 1 x—>i- 

=1-1x1 
= 0 

ln(;r) 
x — 1 

Hm ^-^=0 
x—>1- X — 1 

Par conséquent, la fonction / est dérivable à gauche en 1 et 

Deuxième cas : x > 1 
1 

Hm MXÙII . lim 0^. 
T^l+ X — 1 X—>1+ X — 1 

1 

= lim 
Vx 

- 1 

+ 1+ x — 1 
1- Vx 

= lim Vô? 

= lim 

i+ x — 1 
1 - Va; 

x—»i+ (a; — l)\/x 

1 - Va; = lim 

= lim 

i+ (Vâ; - i)(V^ + 

-(V^ -1) 
î+ (Vâ; - i)(V^ + 

m = o 
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= lim 
-1 

1+ (vï + l)\fx 

-1 

(VÎ + 1)VÎ 
-1 
ir 

lim f{x) - /(l) 1 
>1+ x — 1 

Par conséquent, la fonction / est dérivable à droite en 1 et m = —2 

Nous en déduisons que la fonction / n'est pas dérivable en 1 car ^ 

La courbe représentative ( Cf ) admet donc une demi-tangente horizontale à gauche en 1 et une demi-tangente 

à droite en 1 de coefficient directeur — 

4. Nous devons déterminer les limites de / aux bornes de Df . 

• Calculons d'abord lim fix). 

lim f(x)= lim [1 + ;r — ;r ln(;r)] 
a;—►()+ a;—►0+ 

Or 
lim x = 0 

a;—>0+ 
lim x ln(x) = 0 (croissances comparées) 

a;—►0+ 
hm+ |^1 + x — x ln(;r) j = 1 + 0 — 0=1 

lim f(x) = 1 
x—>0+ 

D'où le point de coordonnées (0; 1) est un point d'arrêt de la courbe (Cf ). 

Calculons ensuite lim f{x). 
X—> + CC 

lim f(x) = lim ( 1 H ^ 
x^+co x^+co v va; 

Or lim ^/x = +00 
x—► + :X 

lim —= = 0 
x^-l-cc ^/x 

lim ( 1 H 7= 1=1 + 0 
x—> + CCi V V;l+ 

lim f{x) = 1 
x--* + C0 

D'où la droite d'équation : y =1 est une asymptote horizontale à la courbe {Cf ) au voisinage 
de +00. 

5. Nous devons montrer que / admet un prolongement par continuité h à droite en 0. 

Puisque lim f{x) = 1 et que 0 n'appartient pas à l'ensemble de définition de / , nous en déduisons qu'il 
a;—►0+ 

existe un prolongement par continuité h à droite en 0 défini par : 

6. Nous devons étudier la dérivabilité de ù à droite de 0. 

h{x) = 
1 si x = 0 

f{x) si x > 0 

at i i i T — MO) • , T . Nous devons donc determmer si lim   existe et est un nombre reel. 
x—>0+ x — 0 

15/21 https://groupe-reussite.fr/cours-particuliers/maths/tous-niveaux/france/

https://groupe-reussite.fr/cours-particuliers/maths/tous-niveaux/france/


tm MzM . lim 
+ x — x ln(a;) j — 1 

-o+ x — 0 x^0+ x 
x — x lii(a;) 

= lim 
a;^0+ X 

x — ln(a;) j 
= lim 

a;—►0+ 

= lim ( 1 — 
x—>0+ 

X 

— ln(a;) j 

Or lim ln(;r) = —oo 
x^0+ 

lim 1 — 
a;—>0+ 

lim 
a;^0+ 

(- Hx)) 

— ln(;r) j 

= +oo 

= +G0 

D'où 
h(x) — h(0) 

hm  — = +co 
x—>0+ x 

h(x) — h(0) 
Puisque lim   = +oo ^ R , nous en déduisons que la fonction h n'est pas dérivable 

x—>o+ x 
droite de 0. 

La courbe (C/ ) admet une demi-tangente verticale au point de coordonnées (0; 1). 

7. Déterminons les expressions de /' (a; ) dans chacun des intervalles ]0 ; 1[ et ]1 ; +od[. 

• Pour tout x E ]0 ; 1 [, 

f'{x) = + x ~ aDn(;r)j 

= 0 + 1 — (:l-' x hl{x) + x (lii(:i-)) ' 

= 1 — ( 1 x ln(;r) + ;r x — 

= 1 - ^ln(;r) + 

= 1 — ln(;r) — 1 

= — ln(;r) 

Par conséquent, pour tout x e]0; 1[, f'(x) = — ln(;r) 

• Pour tout x e]1 ; +co[, 

/'<-c)-I1 + +î 

iVx)' = 0- 
iVxï 

1 
2y/x 

X 
1 

2a; 

Par conséquent, pour tout x e]l ; +oo[, /'(a) = — 
2x^/x 

Nous devons ensuite dresser le tableau de variations de / . 

Etudions le signe de la dérivée sur chacun des intervalles ]0 ; 1[ et ]1 ; +co [. 

pour tout x e]0; 1[, ln(a) < 0 => — ln(a) > 0 
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pour tout ;r e]l ; +oo[, x^fx > 0 

Nous pouvons dresser le tableau de variations de / . 

X 0 1 +oo 

Il + Il " 

f{x) 
I 2 

II / \ 
III 1 

8. a) Traçons (C/ ). 

iCf) 

J J {AJi r.) ip = y 

1 o 2 • 5 6 

8. b) Nous devons calculer l'aire A en cm2 de la partie du plan comprise entre (C/ ), la droite d'équation 
y = 1, la droite d'équation x = 1 et la droite d'équation x = 4. 

A = 
I (fM - 0 

— 1 ) dx 

1 

l + 

= r —^= dx 
Ji Vx 

r i 
= 2 x —— dx 

Ji 2Va? 

4 
= 2 x 

= 2 x (Vi- Vï 

= 2 x (2 - 1) 
= 2 

\A = 2u.c 
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Or l'unité de longueur du repère mesure 2 cm. 
Donc l'unité d'aire (u.a.) mesure 4 cm2. 
Par conséquent, l'aire A est égale à 2 x 4 cm2 = 8 cm2 . 

Partie B 

1. Soit g la restriction de / à l'intervalle [1 ; +oo[. 

1. a) Soit la fonction k définie sur [1 ; +oo[ par k(x) = g(x) — x. 

Résoudre l'équation g(x) = x revient à résoudre l'équation k(x) = 0. 

La fonction k est dérivable sur ]1 ; +oo[ (somme de deux fonctions dérivables sur ]1 ; +oo[). 
Donc la fonction k est continue sur ]1 ; +co [. 

Pour tout x appartenant à ]1 ; +co [, 

k'ix) = g'{x) — 1 

= f'ix) - 1 
1 

2x*/x 
- 1 

k'{x) = — 
1 

2x*yx 
-1<0 

Nous en déduisons que la fonction k est strictement décroissante sur ] 1 ; + co [. 

De plus, 

fc(l) = 5(1) - 1 

= /(l)-l 
= 2-1 

= 1 

fc(l) = 1 

lim k(x) = lim \q(x) — x] 
x^ + CO x^ + CO 

= lim [f(x) — x] IC—> + 00 

0i LïïNW"1 _ 
| lim ;r = +oo 
V X—> + GO 

lim [f(x) — x] = —co 
X—> + CC 

lim k(x) = —co 
X-> + :X 

Nous en déduisons que k ^[1 ; +oo[j = ] - co; 1], 

Donc la fonction k est une bijection de [1 ; +od[ sur ]-oo ; 1]. 

Or 0 e] — oo ; 1]. 

D'où l'équation k{x) = 0 admet une unique solution et dans [1 ; +oo[. 

Par conséquent, l'équation g{x) = x admet une unique solution Ct dans [1 ; +co[. 

f fc(l) = 1 > 0 
En outre, | = _2 = _2 = i + J=_2 = -i=-l%-0,29<0 

Dès lors, 1 < a < 2 

Nous devons en déduire un encadrement de et à 10"1 près. 
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A l'aide de la calculatrice, nous obtenons : 

Par conséquent, 

fc(l, 7) ^ 0,07> 0 
fc(l, 8) ^ —0,05 < 0 

1, 7 < a < 1, 

1. b) Nous devons montrer que : Ver e [1 ; +oo[, \g'{x)\ ^ 

Va; 6 [1 ; +go[, g'{x) = f'{x) 9'{x) = - 

\9'ix)\ = 

1 
2x^/x 

1 
2x-s/x 

Or x e [1 ; +oo[ x et véï > 1 

Xy/X ^ 1 

2x^/x > 2 

1 1 
2x\/x ^ 2 

D'où Va; e [1; +oo[, \g'(x)\ < ^ 

1. c) Nous devons en déduire que : Va; e [1 ; +oo[, \g(x) — a| < -\x — a\. 

La fonction g est dérivable sur [1 ; +oo[. 

Par la question précédente, nous savons que Vf e [1 ; +oo[, \g'{t)\ < - 

Selon l'inégalité des accroissements finis, nous en déduisons que Va; e [1 ; +oo[, \g{x) — g{a)\ < -\x — a\. 

Or g{a) = a car a est solution de l'équation g{x) = x. 

Par conséquent, 
1, 

Va; 6 [1 ; +go[, \g{x) - a| < -\x - a\ 

f VPo = 2 
2. Soit (Wn) la suite définie par : 'S pp - ^ 1777 + 1 = 1 + n e N. 

2. a) Démontrons par récurrence que pour tout n £ N, Wn > 1. 

Initialisation : Montrons que la propriété est vraie pour n = 0, soit que Wq > 1. 

C'est une évidence car Wq = 2 
Donc l'initialisation est vraie. 

Wo > 1 

Hérédité : Montrons que si pour un nombre naturel n fixé, la propriété est vraie au rang n , alors elle est 
encore vraie au rang {n +1). 
Montrons donc que si pour un nombre naturel n fixé, Wn > 1 , alors Wn+i ^ 1. 
En effet, 

Wn A 1 

0 < 
1 

^ 1 

1 < 1 + 
1 

/Wn 
1 < Wn+i < 2 

< 2 

Par conséquent, w n+1 > i 
L'hérédité est vraie. 

Puisque l'initialisation et l'hérédité sont vraies, nous avons montré par récurrence que, pour tout 
n e N, Wn Si 1. 
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2. b) Nous devons démontrer que pour tout n e N, \Wn+i — a| < ^ 1^" — a\ ■ 

Nous avons montré que Va; e [1 ; +oo[, \g{x) — a| ^ -\x — a\ et que Vn e N, Wn ^ 1, soit que Vn e 

N, Wn e [1 , +oo[. 

Dès lors, en remplaçant x par Wn , nous obtenons : Vn e N, \g{Wn) — a| ^ - \Wn — a\. 

Or, par définition de la fonction g , nous savons que : g(x) = 1 H 7= si x ^ 1. 
\jx 

Etant donné que Wn ^ 1, nous en déduisons que g(Wn) = 1 + g{Wn) = Wn+l 

Par conséquent, Vn e N, \g(Wn) — a| ^ - \Wn — a\ Vn e N, \Wn+i " "1 < ^ \Wn " al 

2. c) Démontrons par récurrence que pour tout n e N, \Wn 
— a| ^ ( 2 ) l^o — ot\. 

Initialisation : Montrons que la propriété est vraie pour n = 0, soit que |Wo — a| ^ ^ - ) |Wo — a\. 

C'est une évidence. 

En effet, ( - ) =1 
0 

|Wo - a| < 1 x |Wo - a| ^ ( - ) x |VEo - a| 

|Wo - a| < ( - ) \Wo - a| 

Donc l'initialisation est vraie. 

Hérédité : Montrons que si pour un nombre naturel n fixé, la propriété est vraie au rang n , alors elle est 
encore vraie au rang {n +1). 

fl\n 

Montrons donc que si pour un nombre naturel n fixé, \Wn — a\ < ( - 1 \Wq — a\ , 

n+1 
alors \W„+i — a| ^ |Wo-a|. 

En effet, pour tout nombre naturel n 

\Wn+i — «1 < - \Wn — a\ voir question 2. b) 

\Wn+1 - a\ ^ ^ \Wo — a\ car |fEn - a| < Q ) |Wo - a| 

IW^+i - a| < |Wo - a\ 

L'hérédité est vraie. 

Puisque l'initialisation et l'hérédité sont vraies, nous avons montré par récurrence que, pour tout 

neN, |Wo - a| 

Nous en déduisons que : 

lim ( - ) =0 
1—> + 00 V 2 . j 1^0-"1=° 

lim \Wn - al = 0 
n—> + X 

lim (Wn - a) = 0 
n—> + X 
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lim (Wn) — a = 0 
n-^ + GO 

lim Wn = a 
n—>+cc 
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