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Concours CNAEM 2017 - Correction

Exercice 1

A propos de la loi exponentielle

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A > 0, on rappelle que sa densité

. Xe ™™ siz >0
est définie par : f(z) = .
0 sizx<0

1. Calculons I’espérance de X,

A
= lim [~ze 2} +/ e *®dz (par le changment de variable u(x) = x,v'(x) = Ae %)
0

Calculons la variance V(X), on a V(X) = E(X?) — E(X)? = E(X?) — 55. Calculons E(X?). On a

par le théoréme de transfére

+co
B(X?) = / 22 f(x)dx

— 0

+oo
= / Arle M dx
0

A
= AHIE [—z2e )0 + 2/ ze dzr  (par le changment de variable u(z) = 22,0v/(z) = Ae )
—+oo 0

+ o0
= / re Mdx
0

The Mt siz >0
Fle) = P(X <) — ] 402 v

0 sinon

1—e2dt siz>0

0 sinon
3. On considére la variable aléatoire Y =1+ | X |, ou |a] désigne la partie entiére du réel a.

P(Y <0)=P(1+|X]| <0)
—P(X|< 1) =P(X<0)=0
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Donc Y est a valeurs positives et puisque | X | est a valeurs dans N, alors Y est & valeurs dans N*.
Soit k£ € N*, on a

x
Il
N

(I+|X]=k)=P(X]=k-1)

(k—1< X <E)

(B) — F(k—1) = (1 — e ™) — (1 — e M) = g7 A1) _ =2k
_ (1 - 67,\)64\(1{71)

4. On consideére la variable aléatoire Z = max(Xy, X32).

4.1. Soit x € R, on a
welZ<r} «— Zw)<zx

= max(X,(w), X (w))
— X;(w) <z et Xo(w)
— we X <z} X2 <2}
Dron {Z < z} = {X1 <z} ({X> <z}
4.2. Soit x € R, on a

<z
<z

Fz(z) = P(Z < z) = P({X1 < 2} {X2 <
=P{X; € }) ({X1 €z}) (car X1 et X5 sont indépendantes)
= P(X < xz)? = Fx(z)*> (car X; et X5 suivant la méme loi que X)
(l—e®)* siz>0
{0 sinon

La fonction de répartition de Z est continue de classe C' saut peut étre en 0, alors sa dérivé

est une densité de Z qui définie par

2e (1 —e* ix>0
o) — ( ) siz>

0 sinon

4.3.

+co +oo
E(Z)= / xfz(x)de = /0 2 (1 — e HYdt

— 0

+oo
:/ 12e7t — e Hdt
0
+ o0 +oo
:ZECny/‘ 12e 2 dt (CMZHXX/ tetdt = 1)
0 0

+oo
( car / t2e~2")dt c’est espérance de la loi exponentielle de paramétre 2)
0

N

pol e N

5. On considére la variable aléatoire T' = min(Xq, X5).
51. Z4+T =X, + Xo.
5.2. D’aprés la linéarité de 'espérance on a E(Z +T) = E(Z) + E(T) = E(X,) + E(X3), donc

1
E(T) = E(Xy) + B(Xz) - E(Z)=1+1- 5 = 3.
Exercice 2

Etude d’une suite récurrente
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Dans cet exercice, g désigne la fonction définie sur R par :
Lo
Vr € R, g(z) = 1(395 — 8z +12)

On considére la suite réelle (uy, )nen définie par la donnée de ugA € R et la relation de récurrence w11 =
g(un), n € N.

1. Supposons que la suite (u, )nen est converge vers | € R, donc puisque la fonction g est continue (car
polynomial) alors

I= lim wupt1= lm gu,) =g()

n—-+oo n—-+oo

d’oti ! est une solution d’équation g{x) = z. On va résoudre cet équation, on a
L, 2
g(z) =2 — Z(Bx —8zx+12) ==z
1
— Z(sz —12z+12)=0

— P —dr+4=0

= =2

D’oti puisque I'équation admet 2 comme le seul solution, alors [ = 2.

2. On suppose que A > 2, soit n € Non a

Unt1 — Un = G(tpn) — Un

1
::1(3u24—8un—%12)4—un
3

Donc la suite (u,),en est croissante, pour montrer qu’elle est strictement croissante, il suffit de
montrer que Yn € N, u, > 2. Par récurrence sur n, on a ug = A > 2, soit n € N. On suppose que
Uy > 2 €6 mONtrons que ty 1 > 2, 0N & Uy 1 — Uy = %(uan)z > 0, implique que u,+1 > w, > 2 (par
Ihypothése de récurrence). Donc Vn € N, u,, > 2. d’ou la suite (u,),en est strictement croissante.

Remarque : Puisqu’'on a w1 — u, = %(un —2)2 > 0 pour tout élément initiale ug. Alors la suite

(tn)nen €st croissante.

3. on a

1
¢ﬁ>1@V—8A+1$:2
< 3N -8\ +4=0 (%

et puisque I’équation de seconde degré 3A% — 8\ +4 = 0 admet deux solution distinctes A; = %,

A2 = 2 (car sa discriminant § = 16). Donc d’aprés (x) uy; = 2 si, et seulement si, A € {Ag, A2}.

4. On suppose que A €]A1, A2[. On étudie la fonction g, on a g est une fonction polynomiale de degré 2,

alors la courbe représentative de ¢ est une parabole de sommet (%, g(%)) = (%, 5

un minimum global de g, de plus g est strictement convexe (car g”(z) =2 >0). Ona M < 2 < Xy
et g(A1) = g(A2) = 2. Donc Vx €]Aq, Aa], il existe « €]0, 1] tel que z = aX; + (1 — @)As, et puisque
g est convexe alors 2 < g(z) < ag(M) + (1 — a)g(A2) = 2. D’ott Yz €]A1, Aof, on a g(z) < 2

Puis que A €]A1, Ao, alors w1 = g(\) < 2, Montrons par récurrence que Vn € N, u,, < 2.

) C’est-a-dire 3 est

On a up < 2 et si u, <2 alors u,+1 = g(u,) <2, donc on a Vn € N, u,, <2
D’ou la suite (u, ), e est croissante borner alors elle est convergente et d’aprés la question 1 sa limite
est 2.
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7.

1.1.

1.2.

1.3.

On suppose que A < A < %. puisqu’on a ¢ est strictement décroissant sur | — oo, %[, alors g(A1) =
2 < up = g(N). La suite (v, )nen OU v, = up41 st une sous-suite extraite de la suite (u,)nen qui
vérifier la condition de la question (2) car vg = u; > 2 donc la suite (vp)nen diverge vers +oo. Par
conséquence la suite (u, ), ey diverge vers +oo (car elle est croissante admet une sous-suite diverge

vars +00).

. Un premier calcul avec Scilab.

— n =input(’entrer la valeur de n’)
— u=1
—fork=1:n
— u=03Bxuxu—8xu+t12)/4
— end
— disp(u)

Un deuxiéme calcul avec Scilab.

Aprés exécution, le programme affiche le plus petit entier n, tel que wu, > 1.9999.

PROBLEME 1

Etude d’une fonction définie par une intégrale

Partie 1

Définition et étude préliminaire

Soit x un réel strictement positif. Si x # 1, alors = €]0, 1[U]1, +00[, on a donc deux cas possibles :
pour x €]0, 1], alors 0 < z? < x < 1 implique que [z?,z] C]0, 1] et pour x €]1, +oc|, alors 1 < z < x?
implique que [z,2 2] C]1,+oo[. D’oll le segment d’extrémité x et x? est contenu dans ]01] ou bien
dans |1, +ool.

L2
La fonction z —— ff ﬁdt est bien définie sur 0, 1{U]l, +o0o[, c’est-a-dire que pour tout = €

.2
10, 1{U]1, +ool, 'intégrale [* L dt est convergent. On effet :
Soit o €]0, 1[U]1, +oc[, on a d’aprés la question précédent le segment d’extrémités x et 22 est contenu
dans ]0, 1] ou bien dans ]1, +oo[ et puisque la fonction ¢ > 1+ est continue sur ]0, 1[U]1, +ool. Alors

2
. . . 2 .2 N x
en particulier elle est continue sur le segment d’extrémités x et 22, d’on fl ﬁdt est convergent.

> Dans la suite du probléme, on note f la fonction définie sur ]0, 1{U]1, +-o0[ par : f(z) = fIQ L dt.

x Int
Etude de f sur Pintervalle |0, 1] .

On considére xq €]0, 1[ et une primitive g de la fonction # 3

Iy sur cet intervalle.

1

1.3.1. Soit = €]0,1[, on la fonction g est une primitive de la fonction ¢ — . Alors par définition

Int*

de calcul d’intégrale on a f(x) = le Lodt = g(x?) — g(z).

z Int
1

1.3.2. On a la fonction g est de classe ¢ sur ]0, 1] car sa dérive est la fonction ¢ — = qui continue

Int
sur ]0, 1] puis que la fonction x— g(z?) est classe ¢' (composé¢). Alors f est de classe 6™

comme somme de deux fonctions de classe ¢! et on a pour tout x €]0, 1]

J'(@) = 22g' (%) — ¢/ (x)

B 2x 1
~ In(z?)  Inzx
x—1

Inz
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1.3.3 On sait que Vo €]0,1[, Inz < 0 et z — 1 < 0 implique que f/(z) = -1 > 0. Donc f’ est

Inz
strictement positive sur |0, 1[.
1.4 Etude de f sur lintervalle |1, +oc|
De méme raisonnement des questions (1.3.1) et (1.3.2), on a f est de classe € sur ]1,+oo[ et
f'(z) = £2L pour tout x €]1,+oof et f’ strictement positive car les fonctions z +—— z — 1 et z +—>

les sont.

2¢me Partie

Etude local et tracé du graphe de f

2.1. Etude de f au voisinage de 0

2.1.1. On a pour tout z €]0,1[, 2? < wet f(z) = — [7, 1;dt. Soit ¢ € [z?,z], alors par la croissance de
la fonction logarithme, on alnt < lnz < 0 <= ﬁ < % < 0. On intégre ce derniére inégalité,
on a alors
] 1 1 ]
/ —dt < / —dt <0 <= 0< —/ —dt < —/ ——dt(multiplier par — 1)
22 hl.CC 22 t 22 t 22 IT
2 —1 1
<:>0<f(x)<x x:x(x )g—i (car — 1<z —1et — <0)
Inzx Inx Inx Inx
s 0< flz) < 2.
Inx
Par passage 4 la limite on a donc 0 < lim f(z) < lim % =0,d’ott lim f(z) = 0 et puisque
z—0t z—0+ MF z—0Tt

/ est continue sur 0, 1] et admet une limite a droite en 0, alors elle se prolonge par continuité

. . fz) siz €0, 1]
& droite de 0 par la fonction z ——

Osiz=20
2.1.2. On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. On a par le continuité f(0) = hm+ flz)=0.
x—0
D’aprés la question précédent , on a

- 1
v €]0,1[,0 < f(2) < —% < Vo elo,1,0< L8 < ZL
Inx x Inx

—1

— 0< lim M<hm—:0
0T X z—0 Inx

Donc f est dérivable a droit en 0, et f/(0) = 0.
2.2. Calcul d’un développement limite et de deux limites

2.2.1. Le développement limité & l'ordre 2 de la fonction In au voisinage de 1 est :

In(z) = In(1) + (z — 1) In’(1) + @ In"(1) + o((z — 1)%)

(z— 1)?

5 to((z— 1) (car In'(1)=1,In"(1) = 1)

=z—1-—

222. Onalnz=z—-1-— % + o 1((x —1)?), implique que 2% =1 L(z— 1)+ o 1((x - 1))
z—

z—1 x—
On a le développement limité de % d’ordre 1 en 1 est

Lol e (@)

Donc on applique la propriété de développement limité de composé de deux fonctions (x —— %

et z+— %) on a: au voisinage de 1 (avec x # 1)

x11(;xn)+I%«xD)

Inx

:1+1@—1%Fo(@—1»

2 x—1
On divise par z — 1 ce qui donne que ;& = 1+ 14+ Igl(l).
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2.2.3. On a Yz €]0,1[, f/(z) = £t et &’ apres la questlon précédent on a 1 = 14 L(z — 1) +

Inz Inz
. 1 1
Igl((x— 1)), donc ignlf/( z) = 1E = =1let h;n = —%;Inl 5 Jrlgl((x—l)) =3.
x#£1
2.3. Etude de f au voisinage de 1
2.3.1. On a d’aprés la question (2.2.3) hm ﬁ — ﬁ = % Alors par définition de la limite on a :
1’751
1 1 1 .. .
Jo €]0, 1] tel que YV €]1 —a, 1 + a[\{1}, mr 21 3 <1 (on peut choisir « plut petit qu’on veut)
nr r—
s Jac]0,1] tel que Vo €]l — o, 1+ a[\{1},|—— — 1| <3
el que - — — < =
R que v @ “ "Ilmz -1 2

2.3.2. Tl suffit d’intégré P'inégalité de la question précédent sur le segment d’extrémités = et x2 en
étudiant les cas de z < 1 et = > 1, on trouve les résultats demander, et par passage & la limite
on a lim f(z) =1n2.

x—1

2.3.3. f noté encore la fonction obtenue par prolongement, f(1) = In2. Montrons que hml w
z—

existe. Soit x €]0, 1[U]L, +oo[ d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe y,, comprit

entre 1 et = tel que
flz) = F(1)
r—1

= ' (Y=)

puis que y,. comprit entre 1 et x, alors lorsque x tend vers 1, y, ainsi tend vers 1. D’oil

_fl@) - f()
lim == = I f'@)
z#£1l y#£1

et d’apreés la question (2.3.1.), il existe « €]0, 1] tel que

N Qo

delml+aﬂﬂhhlxl

implique que

r—1

Vz €]l — o, 1+ a\{1},|f'(z) — 1| < g|x —1] car f'(z) =

Inx

par passage a la limite on a hml fi(x)=1,dou
z—
z#£1

o @) = £

x—1 r—1
z#£1

=1

ce qu’exprime que la fonction f est dérivable en 1 et f/(1) = 1.

2.4. A voisinage de +o00 la courbe représentative de f présente une branche parabolique de direction

asymptotique d’axe des y si, et seulement si hrf fgl) = 00. Calculons cette limite. Puisque on a
T—+00

au voisinage de 400 alors on peut supposer que x > 1. On a @ = %fl lntdt ainsi

<t e oLt
x x —{— < —
S Inz?2 ~ Int " Inz
donc ) )
1/ 1 r—1 1 [* 1
0< = —dt = —— < — —dt
h x/l In 2 Inz?2 x/l Int
et puisqu’on a lim {—5 = 400 par croissance comparée. Alors lim fgf) = +o00. d’ou les résultats.
T—r+00 T—r+00

2.5. La tableau de variation de f. f est définie est continue sur [0,+oo[, f(0) = 0, f(1) = In2. et f

strictement croissante sur ]0, 1] et sur |1, +oo[ (f’ strictement positive sur ces intervalles), de plus

F1(0) =0 et f(1) =1
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2.6.

2.4.

3.1.

3.2.

3.3.

On a d’aprés les questions (1.3.2), (1.4), (2.1.2) et (2.3.3), f/(0) = 0, f'(1) = 1 et Vz €]0, 1{U]1, +oc], f'(x)

%. 1l suffit de montrer que Vx €]0,1[ on a 0 < % < 1, Vx €]l,+o0[,1 < %, puis que f’ est
strictement croissant sur intervalle |0, 1] et sur intervalle |1, +oo.
La dérivée de f est strictement croissante alors la fonction f est strictement convexe. Donc par

conséquent le graphe ed f est au dessus de ces droits de tangents.

Le graphe de f (a partir de la tableau de variation).

3éme Pyriie

Application au calcul d’une intégrale généralisée

L’intégrale est impropre au voisinage en 1 et en 0. posons A(t) = lnt L 1a fonction hest continue sur
10, 1[.
Premiére méthode : on a lim (1 —#)2h(z) =0 car lim A(z) = 1, donc h(z) = o ((1— x)%l),
z—1" 1" z—1
z#£1 z#£1
et on a, hm z2h(z) = 0 car hm h(z) =1, donc h(x) = o (x%l) et puisqu’on a les intégrale de
1%0 1%0 z—0

Riemann fo Lodx et f dx convergentes alors d’aprés le théoréme de la négligeabilité on a
x2

/i Yh(t)dt est convergente.

0
Deuxiéme méthode : a) En 1, on a d’aprés le question (2.2.2) lim A(x) = 3, alors & se prolonge
1"
z#£1

par la continuité en 1. Alors I'intégrale | ll h(t)dt est convergente.
2

b) De méme en 0, hn%) h(z) = 1, alors h se prolonge par la continuité en 0. Alors l'intégrale foé h(t)dt
z—

z#£0T
est convergente.

Du a et de b on a donc l'intégrale fo tln Lt est convergente.

Par le changement de variable u = v/f, donc dt = 2udu et si t = y?(rsp t = x?) implique que

u = y(resp u = x). Donc par le théoréme de changement de variable on a

—dt L
/yz Int / Inu U

On a

2 2 2
o1 1 * vl
:/ —dtf/ —dtf/ —d 7/ —dt (relation de chasles)
» Int y Int » Int z2 Int

Y1 v 1
- t

D’aprés ce qui est précédé, on a

_ vy
/thfhm 1dt

x—0 Int

= —lim f(z) = f(y)

x—0
y—1

= f(1) = f(0)
=In2
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0 3 3
On considére la matrice réelle A d’ordre 3 définie par : A= |0 0 %
1 20

p)

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

2.1

2.2

PROBLEME 2

1¢re Partie

Détermination d’un polynéme annulateur de A et ses valeurs propres

Recherche d’un polynéme annulateur de la matrice A.
113 2 3 3
2 _ _ 1
111 A= |3 L o], A=5|0 2 3
0 % % 6 3 2
0 % % 1 00
112 0na3A+7=3|0 0 4|+|0 1 0] =44°
1 % 0 0 01

1.1.3 On a d’aprés la question précédent 443 = 3A+1I, alors 4X3—3X —1 est un polynéme annulateur

de la matrice A.

Etude des racines d’un polynéme.

On aVr € R, R(x) = 42 — 3z — 1. Alors R(1) = 4—3—1 = 0, d’ott 1 est une racine de R.
On a de plus R'(x) = 1222 — 3 alors R'(1) # 0 donc 1 est une racine simple de R, on a de méme
R(-1)=4(-3)®-3(-3) —1=0et R'(—1) =0 donc —1 est une racine double de R.

On sais que ’ensemble de valeurs propres de A est contenant dans I’ensemble de racines de sa
polynéme annulateur. Puis qu’on a d’aprés ce qui est précédé le polynéme R est un polyndme

annulateur de A dont les racines sont {f%, 1}. Alors les valeurs propres possible de A sont {f%, 1}

On a AV; = V; donc Vi est un vecteur propres de A associé a la valeur propre 1, de méme on a

AVy = 7%1/2 donc V5 est un vecteur propres de A associé a la valeur propre f%.

On a d’aprés la question (1.3) et la question (1.4) que les valeurs propres de A sont exactement
2éme Partie

Calcul des puissances de la matrice A

Soit n = 1, par le division euclidienne de polynéme X™ sur le polynéme R alors il existe un polynéme
@ (la quotient de la division euclidienne) et un polynome R,, (le reste de la division euclidienne)

tels que

Ve eR, o' — Qun)R(x)+ Ra(x) (+)
Ou R, de degré inférieur stricte au degré de R, et puis qu’on a deg(R) = 3 alors deg(R,,) < 2, donc
il existe des a,,, b, et ¢, tels que R, (x) = a,x? + b,x + c,. D’oil on a les résultats demander.
Détermination des réels a,, b, et ¢, pour n € N*.

2.2.1 Dans I’équation (x) on remplace x par 1 on trouve

l=ap+b,+e¢, car R(1)=0 [1]

de méme en remplace x par f% on a
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2.2.2 On dérivant I’équation () par rapport & x donne I’équation suivant
nx" ' = QL (2)R(x) + Qn(x)R'(x) + 2anz + b,

et en substituant f% a4 x on trouve

1 1
n(—§)"71 = 2an(—§) +by =—an,+b, [3]

car R(—3%) = R'(—3) = 0.
2.2.3 Dans les équations [1], [2] et [3] on

an +b, +ec, =1 2an+cn+n(—%)n71:1
Fon —gbaten=(-3)" =y jaaten = (1-n)(-3)"
—ap by =n(=3)"" by = an+n(~3)""
an =5 (1+(-3)" (Bn 1))
s {b, =1 (4+ (3n +2) (f;)"*l)
o= 3 (14 (s (5"

2.3 Soit & € N*, on a d’aprés la question (2.1) Vz € R, 2* = Qp(z)R(z) + arx® + bpx + ¢, et que le
polynéme R est annulateur de A (R(A) = Ops,(r)) Donc

A* = Qr(AR(A) + ar A% + bpA + cp = apA? + b A+ ¢

et en remplacant A%, A, az, by et ¢, pas ses expressions trouvais dans les questions 1.1.1 et 2.2.3 et

en trouvant ’expression de A*.

3éme Pyriie

Application a 1’étude d’une marche aléatoire sur le net

0 P1,3
B= kpz,l pz,s)
D31 0

3.1 On p; 3 la probabilité de se trouve sur la page 1 sachant qu’on était sur la page 3 qui égale & %

= O =

Po.1 la probabilité de se trouve sur la page 2 sachant qu’on était sur la page 1 qui égale 0.
p2.3 la probabilité de se trouve sur la page 2 sachant qu’on était sur la page 3 qui égale & %

ps3.1 la probabilité de se trouve sur la page 3 sachant qu’on était sur la page 2 qui égale a 1

0 5 3
Donc B=|0 0 %
1 % 0

3.2 Soit j € {1,2,3}, on a pour tout i € {1,2,3}, P(An(i)) # 0 et p; j = Pa, j(Ant1(i)). Donc

prj + P25 sy = Pa,y(Ans1(1) + Pa, ) (An+1(2) + Pa, () (An11(3))
= Pa,(j(Ans1(1) U Any1(2) U A 11 (3))
= Pa, () (car {A,11(1), Api1(2), Ap1(3)} forme un systéme complet d’événement )
=1

3.3 Soit n € N, on on a pour tout ¢ € {1,2,3}, P(A, (7)) # 0 et {A,(1), A,(2), A,(3)} forme un systéme
complet d’événement. Alors d’aprés la formule de probabilité total on a
Pnr1(1) = P(An1(1)) = Pa, 1y (Ant1(1)P(An (1) + Pa, 2)(An+1(1)) P(An(2) + Pa,3)(An+1(2)) P(An(3))
= P11pn(1) + p1,2Pn(2) + 1,302 (3)

9/11
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3.4
Pri1(2) = Paapn(1) + p2,2p0n(2) + p2,3pn(3)
1
= p,(3
5Pn(3)
Pnr1(3) = Psapn(l) + p3,20n(2) + p3,30n(3)
1
pn(l)\
3.5 Pour tout entier naturel n on note X,, = kpn(Z)) .
n(3)
3.5.1 On na
Prt1(1) P1ipn(1) + p1,20n(2) + p1,30n(3) \
Xnt1 = pn+1(2)) = kpz,lpn(l) + P2,20n(2) + p2,30n(3) )
Prt1(3) P31pn(1) + p3,20n(2) + p3,3pn (3
Pii p2 i3 pn(1)
= |1 p22 P23 Pn(2)
P31 p32 D33 Pn(3)
= BX, = AX,

3.5.2 Montrons par récurrence sur n que ¥n > 1, X,, = A" X,.
Pour n = 0 est satisfait. Supposons les résultat est vrai pour n € N et montrons le pour n + 1.
D’apreés la question précédent et hypothése de récurrence, on a : X, 11 = AX,, = AA" X, =
APHLX.

Donc par le principe de récurrence on a Vn € N, X,, = A" X.

3.5.3 On a d’aprés les questions précédents

pn(l)
X, = |pa(2) | = A" X,
pn(3)
po(1) 346 ()" 3-3(54)" 3-3(54)"
OuXg=|po(2) | et A" = ¢ | 2+ (—2+6n) (FH)" 2+ (7 -3n)(F)" 2—(2+3n)(F
po(3) 44 (12— 18n) (F)" 4+(24+mg@§ﬁ 4+ (3+9n) (5

Alors précisément on a

Pa(1) = 5 [B+6(F)Ipo(1) + (3 =3 (F) Ipo(2) + B3—3(F)")pe(3)]
pa2) = L[+ (24 60) (5)po(1) + 2+ (7 3n) (3))po(2) + (2 (24 3n) (51)")po(3)]
Pa(3) = § [(4+ (12— 18n) (51) po(1) + (4 + (—24+9n) (51) " )po(2) + (4 + (34 9n) (1) ")po(3)]

3.6. Etude des suites (p,,(j))nen pour j € {1,2,3}.

36.1. lim (F)" =0et EIE n(5)" =0, car

n—r+0oo 2
—1\" IR
I < —
2 2

. " . nln(l

Jimn(3) = e <o

3.6.2. on a po(1) +po(2) +po(3) = P(Ae(1)) + P(Ao(2)) + P(A(3)) = P(Ae(1) U Ag(2) U Ao(3)) = 1,
car la famille {Aq(1), Ag(2), Ag(3)}.

et
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3.6.3. D’aprés les questions (3.6.3), (3.6.1) et (3.6.2) on a

gg;MKU:%Jﬂ;@+6Fi))(U+ ( H)pa(2) + (33 () I (3)
Jim pa(2) = g lim (24 (24 60) (51)po(1) + (24 (7 3n) () Ipo(2) + (2~ 2+ 3n) (51) ) (3)
Jm pn(3) =g lim (44 (12— 180) (5)po(1) + (4+ (=244 92) (1) Ipo(2) + (4 + (3 +9m) (51) o
Hmpa(1) = $(3po(1) + 3po(2) + 3pe(3)) = 3 =
— § ln_pa(2) = 5(2po(1) + 2po(2) + 2pe(3)) = 2 = I
lim pa(1) = S(Apo(1) + 4po(2) + 4po(3)) = 5 =13

3.7 Comparaison de la popularité des trois sites.
3.7.1. On aly; <l <13, alors le site du plus visité est la page 3 et du moins visité est la page 2.

3.7.2. On a

L
= lim X
b =, X
ls
n—-+oo
L
=All
I3
L
Alors le vecteurs | Iy | représente un vecteur propre de la matrice de transition associée au
ls

valeur propre 1.
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