Lycée Bab Essahra CPGE-Guelmim 2019-2020
ECS 2 Prof : Lahcen IMLAL

Concours CNAEM 2019 - Correction

PROBLEME 1

Partie 1

Calcul des puissances de A

ey = —3ea + Tes
1. Posons 8" = (€}, €3, €3) la famille de vecteurs de F définie par ¢ e, = e; + 8es — 27e3
eh = e3

(a) On a f(ey) =4ey + 8es — 2e3, f(ez) = 3ea + Tes et f(e3) = 6ez. Alors

f(e’l) = *3,]0(62) + 7f(63) = *3(362 + 763) + 7(663)
f(e’z) = ,f(el) + 8f(62) — 27f(63) = 461 —+ 862 — 263 + 8(362 —+ 763) — 27(663)
f(es) = fles) = bes

~

(e}) = 3(—3e2 + Tes) = 3¢}
= f(€h) = 4(e1 +8ex — 27e3) = 4¢€)y
flez) = fles) = bej

d’otl les résultats.

(b) Soient a,b et ¢ dans R tel que ae) + bel, + cef = 0p, montrons que a =b=c=0. On a

aey + beb + cely = 0 <= bey + (—3a + 8b)es + (7Ta — 27b + c)es = O
b=20
<> § —3a+8 =0 ( car la famille (eq, eq, e3) est libre)
Ta —27b+c=0

< a=b=c=0.

Alors B’ est libre de cardinal égale & la dimension de R?, alors c’est une base.

(c) D’aprés la question [l.a], on a f est un endomorphisme de R?® admet trois valeurs propres

distinctes, alors f est diagonalisable.

el = —3ea+ Teg
(d) Ona ¢ e} =e; +8ey —27e3 , alors la matrice de passage de 8 & 3’ est la matrice
€3

0 1 0
P=Pgy=|-3 8 0
727 1
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(e) Par la formule de changement de base, on a

A == M(ltﬁ(f) = PBB/MCLtB/(f)PB/B =P ko 4 0) Pil

c’est & dire que

300
A=PDP' ouD=1]0 4 0
00 6

2. Ona A= PDP ! alors A2 = PDP'PDP~' = PD?P~! montrons par récurrence que
A" =pp"pP L.

Pour n = 0, on a A = Iy = PP~! = PDYP~! les résultats est vrai pour n = 0, et d’aprés la
question [l.e] les résultats ainsi est vrai pour n = 1.

Soit n € N. Supposons que A = PD? P~ et montrons A» = PD*™1 P~ On a
AP = A4 = ppplpprpPt = ppD"P ' = pprtipl

Alors d’aprés le principe de récurrence, on a pour tout entier naturel n, A™ = PD"1p—1,

3. On a

0 1 0 8 —1 0 3 00
PQ=1]-3 8 0 3 0 0fl=1]0 3 0] =3I
7 =27 1 25 7 3 0 0 3
8 —1 0
_ 1 1
Alors PQ = 31, et donc P 1:§Q:§ 3 0
25 7 3
4. Soit n € N. On a
0 1 0 3 0 0 ) 8 —-1 0
A'=pPD"P'=]1-3 8 0 0 4" 0 5[3 0
7 =27 1 0O 0 o" 25
) 0 1 0 8 x 3" —3" 0
:5 -3 8 0 3 x 4" 0 0
7 =27 1 25 x 6™ T x 6" 3 x6"
) 3 x 4" 0 0
=3 24(—3™ +4™) 3ntl 0

56 x 3" — 81 x 4™ + 25 x 6" T(—3"+46") 3 x6"
5. Dans cette question, on considére dans .#3(R), ’équation matricielle d’inconnue N,

(E)y: N?=D.

2/15



2ECS(19-20) CNAEM 2019 L.IMLAL

a b c
(@) Soit N=|d e [f| €.#(R),ona
g h k
3 0 0 3 00 a b c
ND = DN < 0 4 0l=1]0 4 0 d e f
g h k 0 0 6 0 0 6 g h k
3a 4b 6¢ 3b 3c
< | 3d 4de 6f de 4f
3g 4h 6k 6h 6k
< b=c=d=f=¢g=h=0
a 0 O
< N=1]0 ¢ 0
0 0 k

d’ott N commute avec D si, et seulement si, N est une matrice diagonale.

(b) Soit N € .4 tel que N> =D, ona ND = NN? = N3 = N?2N = DN, alors N commute avec

D.
(c) D’aprés les questions [5.a] et [5.0], on a, si N est une solution de l'équation (FE), alors N est
a 0 0O
diagonale c-a-d N = |0 b 0, ot a,b et ¢ dans R. Alors
0 0
a®? 0 3 00
N*=1]0 040
0 c? 0 0 6

Alors a? = 3, b = 4 et ¢ = 6. Donc la solution de I’équation (E) dont toutes les valeurs

propres sont positives est

V3 0 0
N=]0 2 0
0 0 V6

(d) Soit M € .#3(R) tel que M? = A. On a
—A <> M*=PDP ' <« P'M*P=(P'MP?®=D

On a M et P~'M P ont méme valeurs propres. Alors M est solution de I’équation M2 = A dont
toutes les valeurs propres sont positives si, et seulement si, P~'M P est solution de ’équation
(F) dont toutes les valeurs propres sont positives.

Et d’aprés la question précédente, on a

V3 0 0 V3 0 0
PMP=|0 2 0| <= M=P|l0 2 0 |P!
0 0 V6 0 0 V6
D’ou
. 6 0 0
Mzg —244/3 4+ 48 3v3 0

56v/3 — 27 x 6+ 25v6 7(—v3+V6) 3v6
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1. (a)

(b)

Partie 2
Application en probabilité

X, égal au numéro du sommet occupé par la mobile & l'instant n, et puisque & 'instant O le
mobile se trouve sur le sommet 1, alors & 'instant 1 sera sur le sommet 1 avec la probabilité %
ou 2 avec la probabilité 2. Donc X1(Q2) = {1,2} et P(X1 =1) =% et P(X; =2) = 2.

On a

E(X))= Y zP(Xi=z)=1P(X; =1)+2P(X; = 2) =
z€X1(Q)

et d’aprés la formules de Huygens, on a V(X1) = E(X}) — (E(X1))? = E(X}) — 2, et par le
théoréme de transfére on a
E(X]) = > 2’P(X;=x2)=1"P(X; = 1) +2°P(X;
z€X1(Q)
Dot V(X1) =3 2 — 2.
Soit n € N, la famille {[X,, = 1],[X, = 2],[X, = 3],[X,, = 4]} forme un systéme complet
d’événement, et avec la formule des probabilités totales :
P([Xni1 = 1) = Px, =y ([(Xns1 = INP([Xn = 1)) + Prx, =2 ([Xns1 = 1) P([Xn = 2])

+ Px,=3)([Xn1 = I P([Xn = 3]) + Pix, =) ([Xn 41 = 1) P([Xn = 4])

1
= SP(Xn = 1))

Soit n € N, la famille {[X,, = 1],[X, = 2],[X, = 3],[X,, = 4]} forme un systéme complet
d’événement, et avec la formule des probabilités totales :
P([Xpn1 =2]) = P, =1 ([Xn1 = 2DP([X, = 1)) + Prx, =) (X1 = 2D P([X, = 2])
+ Py (X1 = 2DP(1X0 = 31) + Pixy—a([Xnes — 2) P([X0 — 4])

= 2P(1X0 = 1)+ {P(X0 = 20) + 0P(IX, = 3]) + OP(IX, = 4)
= 2P(1X, = 1) + {P(X0 = 2]).

De méme, on a

P([Xni1 = 3]) = Pix,=1([Xnt1 = 3D P([Xn = 1]) + Prx, =2 ([Xns1 = 3 P([Xn = 2])
+ Pix, =3/ ([Xn1 = 3D P([Xn = 3]) + P, =4 ([Xn 41 = 3N P([Xn = 4])

= OP(DXn = 1)+ 3 P([Xa = 2) + S P(1X0 = 3) + 5 P([Xa = 4)
= SP(1X0 = 20) + 2P(X, = 3) + P(X = 4).

et
P([Xnt1 = 4]) = Px, =1 ([Xnt1 = 4DP([Xn = 1]) + Px, =2 ([Xnt1 = 4)P([X5 = 2))
+ Prx, =3/ ([Xn1 = ) P([Xn = 3]) + Prx, =g ([Xny1 = A P([X,, = 4))

= OP(X = 1)+ 0P(X = 2) + 5 PXo = 3 + 2 P = 4)
= JP(X, =)+ DP(X, = ).

Par récurrence sur n. Pour n =0: On a P([Xo =1]) =1 et Vi € [2,4], P([X1 = ]) = 0, alors
les résultats est vrai pour n = 0.

Soit n € N. Supposons que les résultats est vrai pour n, c’est a dire que

P(X,=1)+P([Xn=2])+P([X, =3]) + P([Xp,=4]) =1
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et montrons les pour n+ 1, on a

P([Xnp1 = 1) + P([Xpng1 = 2]) + P([Xp11 = 3]) + P([Xpp1 = 4])

= LR, = ) 4 S P(X = 1) 4 P, = 2) + S P(X, = 2)

2 1 1 5
+ gp([Xn =3+ EP([XH =A4]) + gp([Xn =3])+ EP([XH =4])
=P([X, =1])+ P([X, =2]) + P([ X, = 3]) + P(|[ X, = 4])
= 1( par 'hypothése de récurrence )
Autre réponse : La famille {[X,, = 1], [X,, = 2],[X,, = 3],[X,, = 4]} forme un systéme complet

4
d’événement (| J[X,, =i = Q), alors
i=1

P([Xn = 1)) + P([Xp = 2]) + P([X,, = 3]) + P([Xn =4]) = P <

=
e
I
-~
I
=
=
I

0 P([Xn =1]
3. On pose B = %A et C = % 0 | et on note tout entier naturel n, U, = | P([X,, = 2]) |-
1 P([Xn = 3]
(a) Soit n € N, on a
P([Xpt1 = 1])
Unt1 = | P([Xn41=2])
P([Xnt1 =3])
sP(X, =1])
= 2P([X,, = 1)) + $P([Xn = 2))
%P([Xn - 2]) %P([Xn - 3]) =+ %P([Xn - 4])
On a d’aprés la questions précédente P([X,, =4]) = 1 — P([X,, = 1]) — P([X,, = 2]) — P([X.
3]), alors
3 2 1 1
ZP([XH = 2])+§P([Xn = 3])+6P([Xn =4])=—-P([X, = 1])+EP([X" = 2])+§P([Xn 3))+—
d’on
$P([Xn = 1))
—sP([Xn = 1)+ 5P([ Xy =2]) + 1 P([ X, = 3]) + &
LP([X, = 1) (0
- 2P(1X, = 1) 1 LP(X, = 2) += o
P =1
X, =2) |+ g
P([Xn = 3])

= BU, +C.

(b) n =input("entrer entier n");

A =[4,0,0:8,3,0:-2,7,6] ;
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C =[0;0;1/6];
P(Xo =D\ (1
U =[1;0;0]; // le vecteur initial | P([Xo]=2) | =] 0
Pxl =3/ \o
fori=1:n
U=1/12xAxU+C;
end
disp(U)
T
(c) Soit L= |y | €#s51(R), telle que L = BL+ C. On a alors
z
1
L=BL+C ¢ (b-B)L=C <> (12~ A)L=C
8 0 x 0
< 1 -8 9 _! 0
12 Y1 76
2 -7 6 z 1
%x =0
= {58z +9y) =0
1520 — Ty +62) = ¢
T =
1
“73
0
dou L=10
1
3

(d) Soit n € N. D’aprés les questions [3.a] et [3.¢], on a Up41 = BU,, +C, et L= BL+ C. Alors
Uni1=BUn+ L~ BL=B(Un L)+ L <= Uny1— L=BU,~ L).

(e) Montrons par le raisonnement de récurrence que Vn € N, U, — L = B"(Uy — L).
Pour n =0, ona B"(Uy— L) = I3(Up — L) = Uy — L vrai.
Soit n € N, supposons que U,, — L = B*(Uy — L) et montrons que U, — L = B"™(Uy — L).
On a par la question précédente
Unpi1 = B(U, — L)=BB"(Uy — L) = B""Y(Uy — L).
D’ou d’aprés le principe de récurrence on a, ¥Yn € N, U,, — L = B™"(U,y — L).

4. Soit n € N, d’aprés la question [5.€] et la question [4] de la partie 1, on a

. 1 0 0
Un:Bn(UO*L)JFL:lzﬁAn O—%10 +-=10
0 1 1
3 x 4" 0 0 1 0
11 " 1
T 1273 24(—3" +47) 3nt 0 0 |+5]o0
56 x 3" — 81 x 4™+ 25 x 6™ T(—3"+46") 3 x6" —% 1
3 x 4" 0
_ L 24(—3™ 4™ +1 0
712713 (7 + ) 3
56 x 3™ — 81 x 4™ + 25 x 6™ — 6™ 1
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Alors
P([X, = 1]) =

P([Xn =2]) = %—(iﬁ+4ﬂ
P([X,, = 3]) = 157 5(56 x 3" — 81 x 4™ + 246™) 4 §

2™ 3

—4"
8

5. faisant n tendre vers 'infini dans les égalités de la question précédente, on trouve

lim P(X,=1])= lLm -1.47=0

n—+oco n—+oo 12"
gg;P@&:ﬁD:nggﬁw& 3" 447y =0
nngPﬂXn:3D:nggmf}%@ﬁxWVf&>uW+25x6"—3@) 1=1

et d’aprés la question [2.d], on a

1= lim (P([Xn - 1]) + P([Xn - 2]) + P([Xn - 3]) + P([Xn - 4]))

n—-+oo

<= 0+0+ lim P(X,=3)+ lim P(X,=4])=1
n—4oo n—-+oo

> lm P(X,=4)=1- lim_P(X,=3)

. . . . 1
et puisque nEIJIrloo P([X, = 3]) = 3, alors

. 1 2
L P =4 =1 =3 =3
PROBLEME 2
0 sit<O0
Soit f la fonction réelle définie sur R x R, par f(t,z) = )
T sit>0
w3 (1+t)

Partie 1

Etude d’une densité

On pose, pour tout réel ¢, g(t) = f(t 1.

1. (a) L’intégrale I = f t)dt est impropre en 0 et en +oo.
Au voisinage de 0 : On a hm t4g( ) = hm ta m =0, alors g(t) = S (t_l?{)’ et puisqu’on a
I'intégrale de Riemann fo 1 dt est converge, il en de méme de fo t)dt.
t1
Au voisinage de 400 : On a g(t) ~ —, et puisqu’on a l'intégrale de Riemann f;roo Lat
t—+o00 7wt2 t2

converge, alors de méme f1+oo g(t)dt converge.

D’ou par conséquence, on a f;oo (t)dt converge.

(b) Onal= +OO g(t)dt = 0+OO (1 )dt en faisant le changement de variable u = /£, de sort
T2 (14t

de plus lorsque t — 0, u — 0 et lorsque ¢ — +o0, u — +o0. Alors par le

que du = 2\[,

théoréme de changement de variable, on a

fee 9 2 (41 2 A 2
I= / ————du=lim —/ ——du=— lim Jarctan(u)]§ = lim —arctan(A)=1
o m(l+u?) A-too T Jo 1+ u? T A—too Astoo T

(c) On a la fonction g est continue sur R* et positive. D’aprés la question précédente, on a

400 0 +oo
/700 g(t)dt = /700 g(t)dt Jr/o gt)dt=0+T=1

Alors g est une densité de probabilité.

Dans tout la suite, X désigne la variable aléatoire admettant g pour densité.
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x

2. Soit z € R, on a Fx(z) = P(X <z)= ["__g(t)dt.

Siz <0, 0ona Fx(z) =0 car la fonction g est nulle sur intervalle | — oo, z].

0 @ ¥
Fﬂm/)g@ﬁ+A9@ﬁA7ﬁ&+ﬂﬁ

Faisant le changement de variable u = v/, de sort que du = 2d_\;f’ de plus lorsque t — 0, u — 0 et

Siz>0,ona

lorsque t = z, u = /x. Alors par le théoréme de changement de variable, on a
2 (VT 1
F == — d
X(x) T A 1 + uz U

= g[arctan(t)]f
i

_2 arctan(y/z).

™

Fy() sixzx <0
xlxr) = .
arctan(y/r) siz >0

3w O

3. Puisqu’on a X est une variable aléatoire a densité, alors P(X < m) = P(X <m). On a

PX<m=PX2m) «<— PX<m)=1-PX<m)=1—-PX <m)

= 2P(X<m)=1

N[ =

< Fx(m)=

et puisque Fx est nulle sur | — oo, 0], alors Fx(m) = % implique que m > 0. Donc

1
Fx(m) = 5 <= arctan(y/m) = %
— Vm=1

— m=1

d’ot le médiane de X est 1.
4. On commence par un programme qui affiche la fonction Fx (x), seulement dans le cas de z > 0.
function y = F(x)
y = 2/(%pi) * atan(sqrt(z));
endfunction
n=20;
While F(n) < 1— 10"(—6)
n=n++1;
end

disp(n)

Partie 2

Etude d’une fonction définie par une intégrale

1. Soit ¢ €]1,+o00[ et soit la fonction ¢ définie sur ]0,2[ par ¢(x) =13 + ¢ 2.

(a) On a

p(z) =t 4175 = 5 int Jr6(173)11”
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Int

et puisque les deux fonction z +—— ezt 2 e(1=8) 0t sont dérivables sur 10, 2] comme

composé des fonctions dérivables. Alors ¢ ainsi dérivable et on a
x x 4
(p/(x) _ (65 Int + 6(175) In t)

—Intez ™t — %hlte(l*%)l“t

(b) On a Vz €]0,2], ¢'(z) = 8L (t3 —#173) = 2843 (1 — 1), et puisque t > 1 alors le signe
de /() est le signe de 1 — #17%. Alors ¢ est strictement décroissante sur ]0,1[ (car Vx €
10,1[,1 — t17% < 0) et strictement croissante sur ]1,2[ (car Yz €]1,2[,1 — t'17% > 0), de plus
o(1) =2V, lim ¢(x) = 1+t et lim o(x) =1+ ¢.
z—0 2
2. L’intégrale 0+OO St t)dt est impropre en 0 et en +oo.
Au voisinage de 400 : On a f(t, ) L %,

) —+oo 7wt
converge si, et seulement si, 3 +1>1. On a

et puisqu’on a l'intégrale de Riemann f;roo t%%dt

§+1>1 <— x>0

alors f;roo f({t, t)dt converge si, et seulement si, z > 0.

Au voisinage de 0 : f(t,z) ~ —, et puisqu’on a l'intégrale de Riemann fol 2_dt converge si, et
t—0t wt2 t2

seulement si, 5 < 1, équivalent que x < 2. Alors fol f({t, t)dt converge si, et seulement si, x < 2.

Alors par conséquent on a, f;oo Jf({t, z)dt converge si, et seulement si, x €]0,2[.
3. (a) Soit x €]0,2][, alors 2 — z €]0, 2[, donc h(2 — z) définie et on a
+oo + o0 + o0
1 1 1 1
0 T Jo t72 (1+1) T Jo 2 (1+1)
faisant le changement de variable v = %, de sort que du = f%, u — 0 lorsque ¢ — 400 et
u — +oo lorsque ¢t — 0, de plus la fonction ¢t — % est de classe O est strictement décroissante

sur |0, +oof, alors d’apreés le théoréme de changement de variable, on a

/*m 1 dt/‘0 ul"% du

o I+ Sl (Tt h)
+oo -z

:/ Y0

+co 1
:/ —du
o uz(l+u)

(b) Soient = dans ]0,2[ et y € R, On a le vecteur directeur de la droite z = 1 est le vecteur 7(0, 1),

alors h(2 —z) =1 0+OO %(L )du = h(zx).

- —
il suffit de montrer que j et MM’ sont orthogonaux puis le point milieu K de segment [M M’]
il est dans la droite =z = 1. En effet :
— - ——
On a MM'(2 — 2x,0), alors j - MM' =< (0,1),(2 — 22,0) >= 0(2 — 2x) + 0 x 1 = 0, alors
- ——
JLMM'.
On a K(1,y) est dans la droite d’équation = = 1.
D’ou M(z,y) et M'(2 — x,y) sont symétriques par rapport a la droite d’équation x = 1.
(c) On a le demain de la définition Dy, =|0,2[ de h est symétrique par rapport & 1. Soit = €]0, 1],

d’apreés la question [3.a], on a

h(l—z)=h(2—(1—2x))=h(l+x)

9/15



2ECS(19-20) CNAEM 2019 L.IMLAL
d’ot les résultats.
4. (a) Soit x €]0,1], on a
oo +oo +oo dt
h(z) — ;o .
() /1 7rt2+1 /0 mt5(1+ 1) 1wzt
/1 t+/+oo 1 dt/Jroo dt
Jo wt% L mtE(l4t) . omtztl

1+t

dt+/+oo ! S dt
1 atT(1+t) mtstl
+oo t*
i [ (A0 o
1

+oo
/1 Atz T + 1)

oit x €|0, 1], alors 5 < 5, on a alors pour tout ¢ dans |0,1[,72 > {2 et 1 +¢ > 1, donc Vi €0,
b) Soit z €]0,1], alors 2 < 1 1 dans J0,1[, 1% > t3 et 1 1, done Vt €0, 1
1 1
< FEY TR < T
te(t+1) ¢z
on intégrer cet inégalité sur |0, 1], on alors
1 1
1 1
0</ zidt
o tz(t+1) \f
¢ 1. Solent x €|0, 1| et t € |1, +oo|,ona l+1t =1 donc <—\7etpu1sque A > 0 alors
i. Soi 0,1 1 1 done 0 < 45 < § 5 > 0al
< 1 < 1
te (14 ¢)  tztlt ¢zt

ii. T suffit d’intégrer I'inégalité de la question précédente sur Uintervalle [1, +oo[. On trouve

+oo 1 +oo 1
A t§+1(1 +t) A t§+2

et on a vVt € [1, +o0],

on a

(d) Soit z €]0,1], on a

1
3
t3

+
< 1, alors [

+ o0
oe [
~ 1 t§+1

, [ 2 1]A 2
lim —| = -
A—+oo xrtz x

oo gt
p  tEft

alors d’aprés la question [4.a], on a

Tt
‘h(x) —/1 | =
<
D’ou Vz €]0,1], |h(z) —

= |hl=) —

1
/0 wt%

1

/ ——
1 t Jrood
o mV1 2
1

— 2\/_} Jr— lim
m T A—=+o0
2 1

_+_

T

3

-

2 3

<2

t1+2 dt < [T 4t D’ott pour tout z dans ]0, 1],
1 e dt

———dt < / —.
(1+1) 1 17

+oo 1
dt — o dt
1+t /1 Ttz 1+ ¢) ‘

+co
1 e .
/1 mdt‘ ( inégalité triangulaire)

(les questions [4.0], [4.c.id])

.
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(e) D’aprés la question précédente on a Vr €]0, 1], %(1) — 1‘ < 2. Alors

3x

h
fm | TR ) g 3T
x—0t 2 1—>0Jr 2
Alors lim_ meh(@) | est & dire que h(z) est équivalent & = & droite de 0.
x—0

(f) Puisqu’on a h(z) est équivalent & 2 a droite de 0, alors

5. Soit x €]0,2[. On a

oo 1 ! 1 oo 1
h(x) :/ Iidt:/ IidtJr/ ——dt

en faisant le changement de variable u = +, de sort que dt = u=1lorsque t =1 et u — 400

uz )
lorsque t — 0, et puisque la fonction ¢ — ? est de classe C! et strictement décroissante sur 0, 1],

alors par le théoréme de changement de variable on a

t/l 1 dt‘/l us  —du
o mE(L+t) Jiom(lt ) u?
u

Alors N N
o0 z o0 1
h(x) :/ “e dqu/ du

1 mu(u+1) 1 muz(u+1)
+oo z +oo 1-2

*/ v dqu/ v du
1 mu(u+1) 1 mu(u+1)

B /+OO U% +U17%

)i mu(ut 1) 1)

6. On a d’aprés la question précédente, pour tout x dans |0, 2|, f1+oo ﬂ“‘zgi)l)dt ot ¢(r) =

t2 +t17% (la fonction définie dans la question [1]), puisque V¢ 6]1, +oo[, m > 0 alors h et ¢ ont
meéme croissance, et d’aprés la question [1.b] on a alors que & est strictement décroissante sur |0, 1]
et strictement croissante sur |1, 2].
D’aprés les questions [1.5] de la partie 1 et [3.a], [4.f] de la partie 2, on a

h(l)y=T=1 et lim A(z)= lim A2 —2z)= lim A(x) = +oo.

T2~ z—2~ r—0t

PROBLEME 3

Soit @ un nombre réel et soit f, la fonction définie sur R par :

0 sit<a
fa(t) - .
e~(t—1)  §it>a
_Partie 1

Etude de quelques variables aléatoires
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1. Soit @ € R. On a la fonction f, est continue sur R\{a}, et on a

/m fa(t)dt = /; fa(t)dt+/z+m fa(t)dt

_ -
:0+/ ety

A
= lim [—ef(tfa)}
A—+oo a
= lim [—ef(Afa)Jrl}
A—+oo
=1

d’ot f, est bien une densité de probabilité.

2. . .
E(X,) = / tfa(t)dt =0 +/ tf.(t)dt
- A
= lim te (t—a) gt

A—+oo a

A A
= lim [7%7(#(1)} +/ e~ *=9dt (intégration par partie )

A—+oo a
A

=a+ lim [—67(““)}

A—+tco a

=a—+1

Alors E(X,)=a+ 1.
On a par la formule de huygens, V(X,) = X (X2) — E(X.)? = X(X2) — (a+ 1)2. Calculons X (X2),
on a

+oo +oo
B(X%) :/ 2 f,(t)dt = 0+/ 2 fo(t)dt
- A

lim 2o (t—a) gy

A—+oo a

A—+oo a

A A
= lim [ftze*(t*“)] +/ 2¢~~%)dt ( intégration par partie )

“+oo
=a’+ 2/ 2e (t=a)qt
=a® + 2E(X,)
=a®+2(a+1).
Alors
V(X)) =a’>+2a+1)— (a®+2a+1) = 1.
3. Soit z € R, on a

Fy.(z) = P(X, < z) = 1 R

0 sirx<a

f; e =g sixr>a

0 six <a
[—67(““)]2 sir>a
{0 six <a

1—e (@9 gy >a
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Alors

4. On a
PXoe<m)=PXs2m) <= PXo<m)=1—-P(X,<m)
et puisqu’on a X, est une v.a a densité on a P(X, < m) = P(X, < m), alors

PX,<m)=P(X,2m) <— PX,<m)=1—P(X,<m)

<= m=—1In2+a.

5. On pose pour tout réel a, la variable aléatoire Y, définie par Y, = X, — a.

(a)
Fy,(y) = P(Yoa <y) = P(Xo <y +a)

=Fx,(y+a)
0 siy<0
l—e ¥ siy>0
(b) On a par la linéarité de lespérance
EY,)=FX,) —-a=a+1—a=1.
et on a
V(Y,) = V(X,) = L.

6. (a) D’aprés la linéarité de lespérance, et puisque les variables aléatoires X7, ..., X/, sont de méme

loi que X, on a
E(S,) = E(X1)+ -+ E(X,) =nFE(X,) =n(a+1).
On a X1,..., X/ sont mutuellement indépendants, alors
V(S =V(X)+ -+ V(X)) =nV(X,) =n.
(b) Soit z € R, on a
Fr(zx)=P(T,<z)=1—-P(T, > 1)
=1—Pmin(X],..., X)) > x)

n
=1- H P(X; >z) car Xi,...,X], sont mutuellement indépendants

i=1
—1-JJ(1 - P(X. < 2))
i=1
=1—(1— )"
sir<a
—(e— “) sir>a
{ sir<a

1—e @9 sir>a
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(c)
, 0 six <a
In.a(2) = Frp, (z) = ) .
nen@—a) g >a

+oo
tgn,o(t)dt =0+ / tgn o (t)dt

+oo
/.

lim
A—+oo a

A
tne M=) gy

A A
= Alirf [—teﬂl(t*a)} +/ e t—a) gy
— T 00 a a
1 A
=a+ lim [e"(ta)]
A—+oco n o
1
=a-+ —
n

Alors B(Xy) =a+ L.

intégration par partie
g par p

On a par la formule de huygens, V(7)) = X(T?) — E(T,,)> = X(T?) — (a + 1)%. Calculons

X(T?),on a
+oo +oo
E(T?) = / 2 Gn.a(t)dt =0 +/ 2 n.q(t)dt
- A
= lim Pne "t gt
A—+oo [,
= lim [—tzefn(tfa)} 4
A—+oo a
+co
=a?+ 2/ te—™t=a) gy
5 2
=a’+ —F(X,)
n
2 1
_ 2 = -
=a°+ n(a + n)
Alors
V(T,) = a* + 2(CLJr l) — (aerZCLl
" n n n

+

1 1

) =

A
+ / 2te ™=t ( intégration par partie )
a

Autre méthode : On remarque que 7, + a suit une loi exponentielle de paramétre n, alors

E(T, —a) = L, implique que E(T,,) = * + a, et V(T, —a) = V(T,,) = =

7. function Z = simulation(m,n,a)
U =rand(m,n);

Z =exp(l—-U)+a;

n2-

endfunction
Partie 2
Exemples d’estimations
On considére pour tout entier naturel non nul n, la variable aléatoire U,, = 22 — T),.

1. (a) Comme T, est une estimateur de a, alors on a

W(T,) !

n

ET,)—a=a+——a=

n

1
n
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(b)

()

On a d’apreés la question [6.d] de la premiére partie V(7T},) = n%, alors

r(T,) = b(Tn)2 +V(T,)
1

= — + — ( par la question précédente)
n n
2
-
Ona lim b(T,)= lim L =0, alors (T},),>1 est une suite d’estimateurs de a asymptoti-
n—+oo n—+oco * z
quement sans biais.
De plus on a lim r(7T,) = lim % = 0, alors (T,,),>1 est une suite d’estimateurs de a
n——+co n—+oo 7

convergente.

Soit n € N*| par la linéarité de I’espérance on a

EwwE(%EO%E@Jﬂn)
nm@+1»(i+@
b

Puisque U,, considére comme estimateur de 1, alors

1

bU) =EU,) ~1=1———1
1
-

n

On a
m(Un) = b(Un)2 +V(Uy,)

1 n
n n

1

1 2
= 5+ = V(S) + V(L) — ~Cou(Sn, Tn)

n?
et d’aprés les questions [6.a] et [6.b] de la partie 1, on a V(S,) = n et V(I,) = -, alors
1 1 1 2
2 1 2
- ﬁ + E - ECOU(SH,TH).

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Cov(Sn, Tn) < AVV(Snu)VV(Th) \/ﬁ\/% 1

et puisque ﬁ — 0 lorsque n tendre vers +oo, alors

E

lim Cov(Sy,T,) = 0.

n—-+oo

D’apres les questions [2.¢] et [2.d], on a

. . 1

lim b(U,)= lim —— =0

n—-+oo n—-+oo '
alors (U, )n>1 est une suite d’estimateurs de 1 asymptotiquement sans biais.
De plus on a
i r(m) = lm o4 — 2 Cou(S,,Th) =0
notoo N T e g2 Ty o 00w in) =

alors (T}, )n>1 est une suite d’estimateurs de 1 convergente.
Par conséquent (7},),,>1 est une suite d’estimateurs de 1 asymptotiquement sans biais et conver-

gente.
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