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Epreuve de Mathématiques — Session 2019 - Filiére ECS Concours National (CNAEN),

Durée : 4 heures

Ak ok ok ok

Les candifatz.sont informés. que la Precision des raisonnements ainsi- que le soin apfurté & la rédaction et &
la ‘présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de
rappeler avec précision les références des questions abordées. Si, au cours de | ‘éprevve, un candidaet repére ce
qui peut lui sembler étre une erreur d’énonce, il le signale sur sa copie et poursuil sa composition en expliquant
les raisons des initiatives qu'il est amené & prendre.

Remarques générales:

L'épreuve se compose de trois problémes indépendants.

* ok ok kK

Probléme 1

4 0 0 8§ -1 0 1 00
On considére les matrices suivantes 4 = 8 3 0),Q= 3 0 0 ]etlI=[010
-2 7 6 2 7 3 0 01

On note B = (e1,e2,e3) la base canonique de R3. Soit f 'endomorphisme de R® dont A est la matrice
relativement & la base 5. On rappelle que M;(IR) est I'ensemble des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients
réels et M3,1(R) est I'ensemble des matrices a 3 lignes et une seule colonne, & coefficients réels.

Fariie 1
Caleu! des puissances de A
e} = —3eq + Teg
1. Posons ' = (e}, €3, €3) la famille de vecteurs de E définie par { ey = e; + 8eq — 27e3
€3 =¢e3
a) Vérifier que ef, €; et e} sont des vecteurs propres de f associés respectivement & A, = 3, Ma=4det
A3 = 6.

b) Montrer que 3 est une base de R3.

c) En déduire que I'endomorphisme f est diagonalisable.
d) Déterminer la matrice P de passage de la base 3 4 la base J'.

e) Montrer qu'’il existe une matrice diagonale notée D & préciser telle que A= PDP L
2. Déterminer pour tout entier naturel n, A™ en fonction de P, D et n, justifier votre réponse.
3. Vérifier que PQ = 3I et en déduire P! I'inverse de la matrice P.
4. En déduire pour tout entier naturel n, ’expression de A™ sous la forme d'un tableau.

5. Dans cette question, on considére dans M3(R), ’équation matricielle d'inconnue N,
(E): N2?=D.

a) Montrer qu'une matrice carrée N d'ordre 3  coefficients réels, commute avec D si, et seulement si,
N est une matrice diagonale.

b} Montrer que si N est une matrice carrée d’ordre 3 & coefficients réels telle que N2 = D, alcn:s N et
D commutent.

¢) En déduive la solution de I'équation (¥) dont toutes les valeurs propres sont positives.

d) En dédui'r'e:lp solution dans M3(R) de I’équation matricielle M? = A, d'inconnue M, dont toutes les

valeurs propres sont positives.
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Partie 2
Application en probabilité

Un mobile se déplace a chaque units de temps sur les quatre somniet% ‘d'un carre Lumérotés 1, 2, 3 et 4. Au
_.depar t ( a 1'mstzmt n=0)le mobiLe bc tr_9_uve Sur Ie sommef-1; aprés Ie mo'bﬂe se deplace de la fagon suivante :
la probabilité 1 £ et sur le sommet 2 avec la probabilité §
ii) Sia l'instant n (n > 1), le mobile se trouve sur le sommet 2, il sera & I'instant n + 1 sur le sommet 2 avec
la probabilité 7 et sur le sommet 3 avec la probabilité 3.
iii} Sialinstant n (n > 1), le mobile se trouve sur le sommet 3, il sera & I'instant n + 1 sur le sommet 3 avec
la probabilité % et sur le sommet 4 avec la probabilité é
iv) Sia l'instant n (n > 1), le mobile se trouve sur le sommet 4, il sera & l'instant n + 1 sur le sommet 3 avec
la probabilité 1 et sur le sommet 4 avec la probabilité 5,

Pour tout entier naturel n, on note X, la variable aléatoire égale au numéro du sommet occupé par le mobile

a l'instant n. Nous rappelons que P([Xp =1]) = 1.

1. a) Déterminer la loi de X;.
b) Calculer I'espérance E(X;) et la variance V(X;) de X;.

2. a) Montrer, en utilisant la formule des probabilités totales, que pour tout entier naturel n,
P([Xn-l-l = 1]) = %P”Xn = 1])
b) Montrer, en utilisant la formule des probabilités totales, que pour tout entier naturel n,
P([Xn41=2]) = FP([Xn = 1)) + { P(IXs = 2)).
c¢) Exprimer de méme, pour tout entier naturel n, P([Xp41 = 3]),
P([Xn = 1]), P([Xn = 2)), P({Xn = 3)) et P([Xn = 4)).
d) Justifier que pour tout entier naturel n, P{[X, = 1])+ P{[X, = 2]) + P([X» = 3]) +P([X, = 4])

0 ([Xn =1])
3. On pose B = %A et C = % 0 |{ et cn note pour tout entier naturel n, Un = | P([Xa=2]) |.
1 P([Xn = 3]

P([Xn41 = 4]) en fonction de

=1

a) Montrer que pour tout entier naturel n, Upyy = BU, +C.
b) Recopier et compléter le programme Scilab suivant afin qu’il affiche Uy, 'entier n étant donné par

I’utilisateur.

1311531 (R |
¢} Déterminer la matrice colonne L de M3, (R) telle que L = BL + C.

d) Montrer que pour tout entier naturel n, Upy1 — L = B(Up — L).
) En déduire par récurrence que pour tout entier naturel n, U, — L = B"(Uy — L).

4. Déterminer pour tout entier naturel n, P([Xn =1]), P([Xa =2]); P([X, = 3]) en fonction de n.

5. En déduire lim P([X, = 4)).
n—-+co
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:»».Soit f la fonction réelle définie sur R x.R,par f(t,x).=,

On pose, pour tout réel t, g(t) = f(t,1) = {

1.

—

5.

Probléme 2

SAFRTE B {._10‘9 e :.; |p§i(tk€D

skl g 4500
mt 3 (14t) +

Parﬁe 1
Etude d’une densité

0 sit <0
sit>0

1
TVi(1+t)

a) Justifier que I'intégrale I = f0+°° g(t)dt converge.
b) Montrer que I = 1, on pourra utiliser le changement de variable u = /2.
c) Justifier que la fonction g est une densité de probabilité.

Dans toute la suite, X désigne la variable aléatoire admettant g pour densité.

- Montrer, en utilisant le changement de variable u = v/%, que la fonction de répartition de X est la fonction

sir<0

0
{ 2 arctan(yz) siz>0

notée Fx définie sur R par Fx(x) =

- Déterminer I'unique valeur m, appelée la médiane de X, telle que P(X < m) = P(X > m).

. Ecrire un programme en Scilab qui détermine et affiche le plus petit entier naturel n tel que,

Fx(n)>1-10"8.

Partie 2
Etude d'une fonction définie par une intégrale

Soit ¢ €]1, 400 et soit la fonction ¢ définie sur )0,2[ par p(z) = t5 +1-%

a) Veérifier que ( est dérivable sur ]9, ot que sa dérivée notée ¢’ est définie sur 10,2[ par
HOEE S GRS !

b) En dedmre les variations de (.

. Montrer que l'intégrale 0+°° f(t,z)dt converge si, et seulement si, z €)0, 2.

Dans toute cette partie, on étudie la fonction h définis sur ]0,2[ par h( ) ® f(t,z)dt et on désigne
par (Cp) la courbe représentative de h dans un repére orthonormé (0,1,7) du plan

a) Montrer que pour tout réel z dans |0, 2[, h(2—z) = h(z), vous pouvez faire le changement de variable

_1
u= T
b) Montrer que pour tout réel z dans ]0,2[ et pour tout réel y, les deux points M(z,y) et M'(2 — z, )

sont symétriques par rapport a la droite d'équation z = 1.
c) Justifier que la droite d’équation z =1 est un axe de symétrie de la courbe représentative (Cp,).

a) Montrer que pour tout réel z dans |0, 1], h(z) — f+°° ﬂ;“ fo ﬂi(z+1) 1+°° ﬁ(ﬂ_l)'

P 1 dt
b) Montrer que pour tout réel z dans ]0,1], 0 fo n(t+1) < f t . .
¢) i) Montrer que pour tout réel z dans ]0,1] et pour tout réel ¢ dans [1,+00[, 0 <

+wdg
Frem <

t '“ (14t) — T'
ii) En déduire que pour tout réel = dans ]0,1], 0 < f;7*° tr“(t+1
d) Montrer que pour tout réel z dans |0, 1], |a(z) - 2| < 3
e) En dé(f'uire que h(z) est équivalent & 2 & droite de 0.

f) En déduire la limite de h(x) quand = tend vers 0 a droite.

odiceredin pour tout 166l 7 dans |0, 2[ h(z) = +oo tzt(Hl dt, (vous pouvez effectuer le changement
de variable u = 1 dans l'intégrale fo —’_:7 m +1)) .
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6. En déduire les variations de h sur 10,2].

Probléme 3
oo'lt < un nombre riel qﬁélcp'qciy"e‘ct oit fo la fonction définie suz R. par-
. il | si t-:< a
fat) = { e (t-0) §it>qg °

Partie 1
Etude de quelques variables aléatoires

1. Montrer que pour tout réel a, f, est une densité de probabilité.
Par la suite, on désigne par X, la variable aléatoire réelle de densité Ja
2. Déterminer I'espérance E(X,) et la variance V(X,) de la variable aléatoire X,.
3. Déterminer la fonction de répartition Fx, de X,.
4. En déduire la valeur du réel m tel que P(X, <m)=P(X, >m).

5. On pose pour tout réel a, la variable aléatoire Y, définfepar ¥, = X, —a

a) Déterminer la fonction de répartition Fy,  deY,.
b) Déterminer I'espérance E(Y,) et la variance V(Ya) de la variable aléatoire Y.

6. On considére n variables aléatoires X 1 X3, ..., X!, mutuellement indépendantes et de méme loi que X,
(n est un entier supérieur ou égal 4 2).

Onpose S =X{+...4+ X, et T, =min(X{,..., X).
a) Déterminer l'espérance E(S,) et la variance V(S,) de la variable aléatoire Sy.
b) Déterminer la fonction de répartiiion: £ de Tp,.
¢) En déduire une densité g, , de la varishle aléatoire /¥
d) Déterminer l'espérance £(T},) et la variance V(T%) de la variable aléatoire T,.
7. Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0,1]. On note, pour tout réel a, Z, = exp(1 —U) +a.
Ecrire, en language Scilab, une fonction simulation, de paramétre m, n et a, qui renvoie une matrice 4 m

lignes et n colonnes contenant m.n réalisations de Zq, (on rappelle que la commande rand(m,n) renvoie
une matrice 4 7 lignes et n colonnes dont les entrées sont les réalisations d’une loi uniforme sur [0, 1].

Partie 2
Exemples d’estimations
On considére pour tout entier naturel non nul n, la variable aléatoire U, = %’L e
1. a) Déterminer le biais b(T}) de T, en tant qu'estimateur de a.

b) Déterminer le risque quadratique r(Tn) de T, en tant qu'estimateur de a, (on rappelle que le risque
quadratique (T ) = (5(Tn))? + V(T3)).

¢) Montrer que (Tn)n>1 est une suite d’estimateurs de a asymptotiquement sans biais et.convergente.
2. a) Déterminer, pour tout entier naturel non nul n, E(Up) l'espérance de U,
b) Déterminer le biais b(U,,) de U, en tant qu'estimateur de 1.
¢) Montrer que le risque quadratique 7(Un) de Uy, est définie comme suit : r(Un) = ,,%-F%—%Cov( Sn,T}).
d) Montrer que Cov(S,,T}) tend vers 0 quand n tend vers +oco,
(on poura utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz : | Cov(Sn, Ty |< m\/m)

e) En déduire que (Un)n>1 est une suite d’estimateurs de a asymptotiquement sans biais et convergente
FIN DE I'EPREUVE
* k ok ok K
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