Corrigé CNAEM 2014

Exercice 1

1) T est une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont tous non
nuls. Donc elle est inversible.

Pour déterminer son inverse on va utiliser la méthode du pivot de Gauss.

1 1. 111 0 O
(O 1 210 1 0)

0O 0 110 0 1

1 1 0|1 0 -1

0O 0 110 O 1
1 0 0|1 -1 1
0 1 0 0 1 _2 L1<_L1_L2
0 0 110 O 1

1 -1 1
Donc T est inversible et T~ = (0 1 —2)
0O 0 1



2) Calculons T?

1 1 1\\/1 1 1 1 2 4
T? = (O 1 2) (0 1 2) = (0 1 4)
0 0 1/\0 0 1 0 0 1

1 n n?
3) Vérifions, par récurrence,que Vn € N T" = (0 1 2n>-

0O 0 1
1 0 O
v Pourn=0: T°=I=(0 1 0

0 0 1

Donc la relation est vraie pour n=0.

1 n n?
v" On suppose qu'il existe n € N tel que T" = (0 1 2n>-

0O 0 1
1 n n®\/1 1 1 1 n+1 (n+1)>?
T™1=T'T=|0 1 2n|{0 1 2]=l0 1 2(m+1
0O 0 1 0 0 1 0 0 1

Donc la relation reste vraie pour n+1.

v’ Par le principe de la récurrence on conclut donc que

1 n n?
VneEN T"=10 1 2nl

0O 0 1
4) Calculons PQ

(/1 1 =2/0 1 1 100
PQ=2{2 1 -1]{-2 1 -3|=0 1 0]=I
0 -1 1/\-2 1 -1/ \o 0 1

Donc P est inversible et son inverse est :P™1 = Q

5) Calculons PTQ.




1 1 -2\/1 1 1 1 2 1
PT=(2 1 -1|{o 1 2]=(2 3 3
0 -1 1/\0 0 1 0 -1 -1
/1 2 1\/0 1 1
PIQ=5{2 3 3 ){-2 1 -3
0 -1 —-1/\-2 1 -1
-3 2 -3
PTQ=(-6 4 -5]=A
2 -1 2

6) A=PTQ Donc A est inversible car elle est produit de matrices inversibles.
A= (PTQ ™ = (PDQ ™ = Q' (PT) ™ = QT 1P~
Donc A™! = PT1Q

7) A=PTQ Donc par une simple récurrence on montre que :

VneN A"=PTnQ

8) Soit n un entier naturel. Calculons A™.

1 1 =-2\/1 n n? 1 n+1 n?+2n-2
PT"=(2 1 -1]{0 1 2n|=(2 2n+1 2n®2+2n-1

0 -1 1 0O 0 1 0 -1 -2n+1
1/1 n+1 n*4+2n-2 0o 1 1
PT“Q=E 2 2n+1 2n?+2n-1J{-2 1 -3
0 -1 —2n+1 -2 1 -1
) —2n*—6n+2 n? + 3n —n? —5n
Donc A" = . —4n? — 8n 2n’ +4n+2 —-2n%?-—8n
4n —2n 2n+ 2

9) a) Soit n un entier naturel.

-3 2 -3 dn —3a, +2b,—-3¢, dn+1
AX, = (—6 4 —5) (bn ) = (—6an +4b, — 5cn> = (bn+1 ) = Xn+1
2 -1 2 Cn 2a, — b, + 2¢c, Cn+1

Donc par une simple récurrence on montre que :
VneEN X, =A"X,
9) b)

1/—2n*—6n+2 n? + 3n —n?—-5n\ /1
A"X, = E( —4n?—-8n  2n*+4n+2 -2n%-— 8n> (2)

4n —2n 2n+ 2 4
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1/—4n* —20n+2 —2n?—-10n+1
AX, = E(—Snz —32n+ 4) = (—4712 —16n + 2)
8n+ 8 in+4
an —2n?-10n+1
Or A"X, =X, = (bn ) = (—4112 —16n + 2)
Cn In+ 4

a, =—-2n*—-10n+1
Ainsi Vn€N (b, =—-4n?—16n+2
c, =4n+4

Corrigé exercice 2 :

1
1)a)Onal, = fol ~—dx = Eln(l +xz)]0 = %lnz

1+x

_o1x3+x _ 1x(1+4x?) _ 1 _Ir 21_1
b)l,+1; =] dx = | dx—foxdx—[zx]o—2

0 1+x? 0 1+x2

Doncly ==—1Io = (1 - In2)

x2TL+1 2n+1

—>0. Donc fol

1+x%

x
1+4x2

dx >0

2)a) Soitn € N. OnaVvx € [0,1]

Ainsi [, est positif pour tout n € N.

. 1 x2n+1+x2n+3 1 x2n+1(1+x2) 1 41
b)SmtnEN. In+1n+1—fonx—fonx—fox dx
x2n+211 1
Doncl, + I,,41 = [ ] =
notintl 2n+2ly T 2n+2

c) Soitn € N. D’apreés la question 2-a) I,,; =0 Donc I, + I,;; = I,
. 1
Ce qui prouve que P =1, .

1

DoncvVneN [, <
2n+2

1
2n+2

d) D’apres ce qui précede VheN 0 <[, <

lim 1
n — 4oo 2n+2

Or = 0 Donc par passage a la limite on conclut par le théoreme des

gendarmes que la suite (I,,),,cy €st convergente et n Lim I, =0.

— 400
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_1k-1
e) Montrons par récurrence que : Vn € N* 2(—=1)""*[, = 21:1( D

Pour n = 1. La formule est vraie puisque 2I; = 1 — [n2

( l)k—l

On suppose qu'il existe n € N* tel que 2(—1)""11, = ¥7_, — —In2
2(-1)"
2(—1)"I =2 1"( I>= - 2(—1)"I
( ) n+1 — ( ) +2 n n+ 2 ( ) n
n+1
GO GV (-1
21Dy q = ) T—an =ZT—ln2
k=1 k=1
Ainsi la formule reste vraie pour n+1.
* n—-1 ( l)k_l
Donc vn € N* 2(=1)"'I,, = X}, — —In2
* n-1 n (_1)k_1
f)Onavn e N* 2(—1)" ', =X}, — —n2
Puisque Lim I, = 0. Alors par passage a la limite on a
- 4o " ’
1 _1k-1
lim 7,::1( V7 o
n - +oo k
1x2n+1
3) a) Calculons I, = [, > dx
w'(x) = x2n+1 u(x) = ; 2n+2
On pose{ (x) = —- Alors
T e ”(")—‘m
Une intégration par partie nous donne :
1 1 1 1 x2n+3
I, = 2”“] + dx
1+x%2n+2 o n+1J, (1+x2)2
1 1 1 x2n+3
Donc In =05t Jo o
. x2n+3 n+3
b) Soitn € N. OnaVvx € [0,1] W_O Doncf deO
EtonaaussiVx € [0,1] 1+ x? < (1 + x?)?
x2n+3 x2n+3 2n+3 1 x2n+3

Donc Vx € [0, 1]

Alors fo Tz dx S b T=

(1+x2)2 7 1+x2

—In2

=l
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1 x2n+3 1

x <
0 (1+x2)2 2n+4

Or d’apres la question 2-¢) [,,,; < ﬁ Donc

1 x2n+3 1

llenrésultequevn €N, 0 < fO a2 3% s

n 1 x2n+3

] \ . /4 7 < _n <
c) D’apres la question précédente Vn € N, 0 < i G ¥ = s

- lim n _
n —» +oo (n+1)(2n+4)
llm n 1 x2n+3

———dx =0

Donc selon le théoréme des gendarmes —
n — +oon+1°0 (1+x2)2

Etona:nl, = — BN e et Lim LI
T 4m+1) | n+1 70 (14x2)2 n - +oo4an+1) 4
T s lim _
Donc par passage a la limite "o +Oon1n =3

lim

4)Ona
n — +oo

nl, = i Donc [, est équivalent a ﬁ quand n tend vers +o.

(_1)k—1 (_1)k—1

Et puisque Vn € N* 2(—1)" ', = Y}_, — — In2. Alors Yro1 — In2 est

n-1

équivalent a ( quand n tend vers +oo.

Corrigé exercice 3 :

1) Soiti € [[1;4], X; représente le nombre de succés (Avoir une boule numérotée

i dont la probabilité est égale a %) dans k épreuves identiques et indépendantes.

Donc X; suit la loi binomiale X; ~» B (k ,%)
X,(Q) = [0;k]

p k-p
vpe[0;kl P& =p) = () ()

4

Ainsi

Connaissant I'espérance et la variance d’une variable aléatoire suivant la loi

binomiale on conclut que : E(X;) = % et V(X;)= %.
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2) Indépendances des variables aléatoires X;, X,, X5, X, :

Soient (i,j) € [1;4]° tel que i # j.

Il est clair qu’on ne peut pas avoir simultanément la boule numéro i k fois et la
boule numéro j k fois. On traduit ceci en terme de probabilité par :
P(;=k)n(X;=k))=0

P /1\P
Mais on sait que P(X; = k)P(Xj =k) = G) G) <0
Il en résulte que les variables aléatoires X; et X; ne sont pas indépendantes.

Donc les variables aléatoires X, X,, X3, X, ne sont pas indépendantes.

3) a) X; + X; représente le nombre de succés (Avoir une boule numérotée i ou
avoir une boule numérotée j dont la probabilité est égale a %) dans k épreuves
identiques et indépendantes.
Donc X; + X; suitla loi binomiale X; + X; ~ B (k ,%)

X; + X)(Q) = [0; k]
vpelo;k P(x+ X =p)=cf () () =ct (2)

Ainsi

3) b) Connaissant la variance d’une variable aléatoire suivant la loi binomiale on
k

a alors V(Xl- + Xj) =

Et onsait que V(X; + X;) = V(X)) + V(X;) + 2cov( X;, X;)
1

Donc cov( X;, X;) = E(V(Xl- +X) - VX)) + V(X))

1(k 3k 3k
Donccov(Xl-, Xj) = —(—————) = _——
2 \4 16 16

4)0naZ,(2)={1} etP(Z; =1)=1 et E(Z,) = 1.
Etona: 7,(2) ={1,2}

2
P(Z,=1)=4x—=1 .

Et s

4_

P(Zz=2)=4xix
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5)a) Soitk un entier supérieur ou égale a 1.

k

P(Zkz 1) 4XE_4‘R_1

5) b) Déterminons P(Z, = k)

P(Z, =1 =1

3

P(Z,=2)==

(Z, )4
P(Z, =3) = 4><1><3 2_6_3
3T 37 4747416 8
3 2 1 3

1
P(Z,=4) = 4><4><4><4><Z 32

Sik = 5alors P(Zy = k) = 0 Car on ne peut pas avoir plus de 4 numéros

distincts.

5) ¢) Soitj € [1;4]

P(Zk+1 = j) = P(Zk = j)P(Zk:j)(Zk+1 = j) +P(Zy=j— 1)P(Zk:j—1) (Zk+1 = j)

Or Pz =) (Zys1 =J) = i Car elle correspond a I’événement « choisir, lors du

(k + 1)®™e tirage une boule déja choisie lors des tirages précédents ».

Et Pz =j—1)(Zks1 =) = T) Car elle correspond a I'’événement « choisir, lors

du (k + 1)'*™e tirage une boule non choisie lors des tirages précédents ».

_ i N . 5-j .
Donc P(Zy;, =j) = iP(Zk =j)+ TJP(Zk =j—1.

5) d) Montrons que E(Zy,4) = ZE(Zk) +1

Ona %E(Zk) +1= %(P(Zk =1) 4+ 2P(Z, = 2) + 3P(Z, = 3) + 4P(Z, = 4)) + 1
Et puisque 1 = P(Z, = 1) + P(Z, = 2) + P(Z = 3) + P(Z, = 4)

%E(Zk) +1= —P(zk =1)+= > SP(Z=2) + 1—P(Zk =3) + 4P(Z, = 4)

D’un autre coté :

E(Zk+1) = P(Zk+1 = 1) + 21)(Zk+1 = 2) + 31D(Zk+1 = 3) + 4'P(Zk+1 = 4)
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Et on a d’apres la question 5-c)
1 5-1 1
P(Zyy1 =1 =-PZy=1)+——P(Z=0) =—-P(Zy = 1)
4 4 4
2 5-2
P(Zyy1 =2) = ZP(Zk =2)+ TP(ZR =2-1)
1 3
P(Zyy1 =2) = EP(Zk =2)+ ZP(Zk =1)
3 5-3
3 1
P(Zyy1 =3) = ZP(Zk =3)+ EP(Zk =2)
4 5—-4
P(Zyy, =4) = ZP(Zk =4) + TP(Zk =4-1)

1
P(Zy,1 =4)=P(Zy=4) + ZP(Zk = 3)
Ainsi on obtient :
7 5 13
E(Zy,1) = ZP(Zk =1)+ EP(Zk =2)+ TP(Zk =3) + 4P(Zy = 4)

Ce qui prouve que E(Z;,,) = %E(Zk) + 1.

6) Montrons que la suite (v,,) définie par v, = E(Z;) — 4 est une suite
géométrique.
3 3
Vipr = E(Zgyq) —4 = ZE(Zk) +1-4= ZE(Zk) -3
3 3
Donc vyyq =L (E(Z) —4) = vy
Il en résulte que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison %‘

Et son premier termeestv, = E(Z;) —4=1—-4 = -3

7) P(Zy = 5) = 0 Car on dispose uniquement de 4 boules distinctes, donc on ne

peut pas obtenir 5 numéros distincts ou plus, au cours des k premiers tirages.

k_
8) Montrons que P(Z, =2) =6 24—,{2.
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On va procéder par récurrence sur k.

21

-2
41

-P(Z;,=2)=6 = 0 Donc la formule est vraie pour k = 1
2k—2
4k

- On suppose qu'il existe un entier k > 1 tel que P(Z, = 2) = 6
2 5-—-2
P(Zyy =2) = ZP(Zk =2) +TP(Zk =2-1)

2 3
P(Zys1 =2) = ZP(Zk =2) +ZP(Zk =1)

2 2k—2 3 1 3x2k-6+43 12x2K-12
P(Zyi1 =2) =76 = =

4 4k + Z4k—1 - 4k 4k+1
2k+1_2
Donc P(Zk+1 = 2) =6 W

Donc la formule reste vraie pour k+1.

Il en résulte par le principe de la récurrence que pour tout entierk = 1ona:

2k—2
P(Zk=2)=64—k.

Corrigé exercice 4 :

1) Etudions les variations de f sur [0, +o[.

Soit X € [0, 4o

f est dérivable sur [0, +oo[ et f'(x) = e™* —xe™ = (1 — x)e™™.
Ainsi le signe de f'(x) sur [0, + o[ est celui de (1 — x).

f'(x) =0 si 0<x<1 Al {fest croissante sur [0 ; 1]

bone {f’(x) <0 si x>1 f est décroissante sur [0; +oof

2) Déterminons la limite de f(x) quand x tend vers +co.

lim x) lim _x _lim

= xe X = (—t)et = 0 ( par changement de variable
X = 400 X — 400 t—> —o0

t = —x).
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3) On résume ces résultats dans le tableau de variation suivant :

o , / et \

4) a) calculons l'intégrale foa xe *dx.

u'(t) = eX

u(t) = —e7%
v(b) = x Alors {

On pose{ V(D) =1

Une intégration par partie nous donne :

a a
Jxe‘xdx = [—xe7*]5 + j e ¥dx =[-xe*[§+[-e*]d =—ae?—e?+1
0 0

. . lim a
4) b) Déterminons A o oo J, fCOdx

~lim a _ o lim a4 _
Onadonc.a_)_i_oofof(x)dx—a_>_|_Oo ae e2+1=1

5) Montrons que f est la densité de probabilité d’'une variable aléatoire X.
v" Positivité de la fonction f:
Vx € ]—0;0[ f(x)=0 (Carfestnullesur |—o;0[).

x>0

e% > 0 Donc Vx € [0; 4+ f(x) = 0.

Vx € [0; +oof {

Donc f est positive sur R.

v Continuité de f:
La fonction nulle est continue sur |—oo ; 0.
La fonction x - xe™ est continue sur ]0 ; +oo[ (Comme produit de fonctions
continues).
Donc f est continue sur R (Sauf peut-étre en 0).

v" Convergence de l'intégrale

lim

a ). , + 0o
Ona 4 > +oo fO f(x)dx = 1 Donc l'intégrale fo f(x)dx converge et vaut 1.
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Et puisque f est la fonction nulle sur |—oo, 0, alors I'intégrale f_ooo f(x)dx converge
et vaut 0.

Il en résulte que 'intégrale fj;o f(x)dx converge et fjozo f(x)dx = 1.

Ces trois points qu’on vient de démontrer prouve que f est la densité de

probabilité d’'une variable aléatoire X.

6) Calculons I'espérance E(X) de X.
calculons l'intégrale [ Oa x%e *dx.

u'(t) = eX

u(t) = —e*¥
() = X Alors {

On pose { v/ () = 2x

Une intégration par partie nous donne :

a a
fxze_xdx = [—x%e™*]5 + 2 f xe *dx = —a’e @+ 2(—ae® —e @+ 1)
0 0

lim a _lim a_ o _y
Donc oofO xf(x)dx = . oofO x%e *dx

+ -+
lim a _ lim 5, aa-a_ a-a _
Donca_)_l_oof0 xf(x)dx—a_)_l_Oo a’e @+ 2(—ae e @+1)=2

Donc l'intégrale [ O+°° xf(x)dx converge et vaut 2.

Et puisque f est la fonction nulle sur |—oo, 0, alors I'intégrale f_ooo xf(x)dx
converge et vaut 0.

Il en résulte que I'intégrale f_:o xf(x)dx converge et fj; xf(x)dx = 2.

DoncE(X) =2
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