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Exercice 1

On consideére les matrices suivantes :

-3 2 =3 1 1 1 . 0 1 1
A=|-6 4 -5, T=|0 1 Z’QZE -2 1 -3},
2 -1 2 0 0 1 -2 1 -1

1 1 -2
P = (2 1 —1)
0 -1 1

1) Montrer que la matrice T est inversible et calculer la matrice inverse T7!.

2) Calculer T?.

1 n n?
3) Vérifier, par récurrence,que Vn € Nona: T" = (0 1 2n>-
0 0 1

4) Calculer le produit, PQ. En déduire que Pest inversible et donner son inverse.
5) Calculer PTQ.

6) En déduire que A est inversible et calculer son inverse en fonction de P, T let
Q (on ne vous demande pas de donner 'expression de A™1).

7) Donner I'expression de A™ en fonction de n, P, Q et T™.

8) Pour tout entier naturel 1z, calculer les coefficients de la matrice A™ en fonction de n
uniquement.

9) On considére trois suites (a,), (b,) et (c,) définies par des conditions initiales

ay, by et ¢, et par les relations :

apy1 = —3a, +2b,—3 ¢,
vn €N, {b,,; = —6a, +4b, — 5¢,
Cn+1 = 2a, — b, + 2¢,

an
On introduit la matrice X,, = (bn )
Cl’l

a) Reconnaitre, pour tout entier naturel n, le produit AX,,.
En déduire I'expression de X,, en fonction des matrices A" et X, et de I'entier

naturel n.

b) En déduire 'expression des suites (a,), (b,,) et (c,) en fonction de n

uniquementdanslecasoua =1; b =2etc =4
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Exercice 2

1 x2n+1

Pourn € N, on pose I, = [ vy

1) a) Calculer I,
b) Calculer I, + I;. En déduire I,.

2 a) Quel est le signe de I,,?

1
2n+2’

b) Montrer queVn € N I, + 41 =

1
2n+2

c) En déduire que vn € N [, <

d) Montrer que la suite (I,),ey €st convergente et calculer sa limite.

e) Montrer par récurrence que :

n

vn e N° 2(—1)"11, = 2

k=1

(=D

. n2

1 _1k-1
f) En déduire Lim 1 T
n — +oo k
3 a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :

1 1 1 x2n+3
I, = + d
"Tan+ D) o+l Qa2

1 2n+3 1

b) Etablir les inégalités: Vvn €N, 0< [ A X S

lim

. +O<__}nln.

c) En déduire
n

_1k-1
4) ATaide des questions précédentes, donner un équivalentde ), ( 1}1 —In2
k=1

quand n tend vers +oo.
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Exercice 3
On considere une urne U contenant 4 boules numérotées 1, 2, 3, 4 et
indiscernables au toucher. On effectue une suite de tirages d’'une boule avec
remise de la boule dans I'urne U.
[1;4] Désignera les entiers naturelsitel que 1 < i < 4. C'est-a-direi = 1, 2, 3, 4.
k désigne un entier supérieur ou égale a 1. Pour tout i € [1;4], On pose X; la
variable aléatoire égale au nombre d’obtentions de la boule numéro i au cours
des k premiers tirages.
1) Pouri € [1;4], donner la loi de X; puis son espérance E (X;) et sa variance V (X)).
2) Les variables aléatoires X;, X,, X5, X, sont-elles indépendantes ?
3) Soient (i,j) € [1;4]% tel que i # j
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire X; + Xj. Rappeler la variance de X; + X;.
b) En déduire la covariance du couple (X; + X;).
Pour tout entier k supérieur ou égal a 1, on note Z, la variable aléatoire égale au
nombre de numéros distincts obtenus au cours des k premiers tirages et on note
E(Z;) 'espérance de Zy.
4) Déterminer la loi de la variable aléatoire Z, et la loi de la variable aléatoire Z,.
En déduire E(Z,)et E(Z,).
5) Pour k un entier supérieur ou égale a 1.
5) a) Déterminer P(Zy = 1).
b) Déterminer P(Z; = k).

c) Montrer que pour tout j € [1;4],
o] oy 0] .
P(Ziy =) = ZP(Zk =) +TP(Zk =j—1.
d) En déduire que E (Z1,) =>E(Z) + 1.

6) Montrer que la suite (v,,) définie par v, = E(Z,) — 4 est une suite géométrique
dont on déterminera la raison et le premier terme.

7) Déterminer P(Zy > 5).

k_
8) Montrer que P(Z =2)=6 22
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Exercice 4

Pour cet exercice, on donne e~ = 0.37.
On considere la fonction f définie pour tout réel x par :

{f(x)=0 six <0
f(x) =xe™ six=0

1) Etudier les variations de f sur [0, +oo].

2) Déterminer la limite de f (x) quand x tend vers +o.

3) Dresser le tableau de variation de f puis construire sa courbe représentative.
4) a) Soit a un réel strictement positif ; en utilisant une intégration par parties,

calculer I'intégrale [ Oa xe *dx.

. . lim (a
4) b) Déterminer 4 > 400 Jy flx)dx

5) Montrer que f est la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.

6) Calculer I'espérance E(X) de X.
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