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1% partie
Etude de solutions des équations différentielles de Bessel d’indice entier

1.1. u étant de C? et non nulle sur ]0, +oco], alors par produit v est de C? et non nulle sur ]0, +o00] et par la
formule de Leibniz, on obtient :
w(t)  u(t)

vt >0, o'(t) = Vi (t) + Vi W

Puis, pourt > 0,0ona:

SO+t = Vi) + D - (1+ 5= ) uto

= \/1# [P+t (t) + (2 — n®) u(t)]

=0

1.2.

1.2.1. La fonction y,, est de C* sur |—R, R], car c’est la somme d’une série entiére de rayon R, et pour
toutt € |-R,R[,ona:

+oo

tyn(t) = Z (k + n)apt" "
k=0
+o0o
Pyit) = > (k+n)(k+n—1apt™*
k=0
L’équation (#,,) équivaut a
400 “+o00 +oo +o00
Z (k’ + n)(k: +n— 1)akt"+k + Z (k’ + n)aktn+k + Zaktn+k+2 —n2 Zaktn+k -0
k=0 k=0 k=0 k=0
Soit
+o00 400
ST k@n + ka4 a2 =0
k=0 k=0

Avec le changement d’indice &’ = k 4 2 dans le second terme du premier membre, il vient

“+o0 “+o0
Z kE(2n + k)akt"HC + Z ap_ot"tF =0
k=0 k=2
Ou encore
—+o00
> (k@n A+ k)ag + ap_2) t"TF + (204 1art =0
k=2
=0 =0
Ceci fournit a“ c’est-a-dire a@
k(2n+ k)ak +ap_o=0 Vk>2 (k+2)(2n+ 2+ k)ak+2 +a,=0 Vk>=0

2.1.2. Par récurrence sur k € N

e Pour k£ = 0 les deux formules sont vraies
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azr+1 =0
e Soit k € N. Supposons que . (—1)k
2k = Q0T 93k (0 + k)
—a _ A2k+1 —0
PRS2k + 3)(2n + 3 + 2k)
— De méme
a _ a2k _ a2k
k2 2k +2)2n+2+2k) 22(k+1)(n+1+k)
(HR) -1 D
2k+D)n+1+k) O 22 (n+ k)
(_1)k+1
= !
GO 22+ 1) (n+ k+ 1)!
Récurrence achevée
1 . A1 1
1.3. = ——— . Parl e D’Alemb =
3 e On pose ag, A (n n k:)! ar le critére de embert a (k n 1)(n TE T 1) PR
1
donc le rayon de convergence de la série Z ————2F est +00
[ !
= El (n+ k)!
—1)k
e On pose by, = 22kk<'(n)+k)'z% Pour z = 0, la série ,;) by, converge absolument et pour z € C¥,
br+1 El .
ona: = 0,d la sé b t absol t te et,
™ GO +htl) rorm onc la série ];) i est absolument convergente e
par suite, le rayon de convergence Z iz% vaut +o00
= 22REL (n + k)!
azr+1 =0
1.4. On considere la suite (ay),, définie par: Vk € N, (—1)* . La série Z arz* est de
92k = on 2Ll (n + k) k>0

rayon +oo et la suite (ay), -, vérifie bien les contraintes de la question (1.2.2) avec ag = Sl
z n!

1.5.

1.5.2. Pourt > 8 > 0, alors G,,(t) est somme d’une série a termes strictement positifs, donc G,,(t) > 0 et
pourt € |—0, B[, G, (t) > 0. Par exclusion les zéros de G, sont dans |—oo, —f]

1.5.3. Soitt € R,on a

(0 - (-()) - B (4) - (@) B -

k=0

1
1.5.1. G,(0) = o > 0, et par continuité de G,, il existe donc § > 0 tel que G, (t) > 0, pour tout

. t2 t2 .
Sit €10, +oo] est zéro de J,, alors 1 est zéro de G,,, donc 1 < —f,so0itt = 24/B

2°"¢ partie
Quelques résultats utiles pour la suite
2.1.

2.1.1. La fonction G,, est la somme d’une série entiére de rayon de convergence +oo, donc elle est de
classe C*> et pour toutp € N*ett € R:

GWw) (t) = +§oo: k! 1 th—p — ioo: ;tk
" k—p)! k' (n+Ek)! k' (k+p+n)!
k=p k=0
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2.1.2. Soit z € R. La fonction ¢ — t"G,,(t) est somme d’une série entiere de rayon de convergence +oo,

alors
/ "G (t) dt
0

z +oo
[
+
1
= e L
;;)/0 k! (k + n)!

+oo
_ 1 CCn+k+1
ek (k+n+1)!

+o0 1
— n+1 Y
- I;)k!(k—i—n-i—l)!x

= "G ()

2.1.3. Soit p € N*, I'application z — 2" PG/ (x) est dérivable sur R comme produit de deux fonctions
dérivables sur R et par la formule du produit

(x”erG;L(x))/ = (xpfl:c"HG;L(x))/
= (p— 12" IG (2) + 2P (2" G ()
(z)
=z"G,(z

= 2" (G(2) + (p — 1)G, ()
2.1.4. Par récurrence sur p € N
e Pourp=0,0ona / "G (t) dt = 2" TG, (), alors Ay = 0 et By = 1 répondent a la question
0

e Soit p > 0. Par une intégration par parties

/ PG () At = / PTG () dt
0 0
- /tP“ (tHiar () dt

0
[t"*p”G;L(t)]g —(p+1) / t"PELGY (¢) dt
0
— G (2) — (p+1) / LG (1) dt
0
En outre

/ PHIGL ()t = [TTPTIGL (0], — (n+p+ 1)/ PG, (t) dt
0

0

= 2"TPTIG, (z) — (n+p+ 1)/ t"TPG,, (1) dt
0

Par hypothese de récurrence, il existe deux polynémes A, et B, a coefficients entiers,

/ ’ t"FPQ,, (1) At = 2™ (A (2)Go(@) + By(2)Gl (2))
0
Alors
/I PG ) At = 2" (A1 (2)Ga(z) + Bpia (2)Gh ()
0

Avec

Ap1 =@+ D +p+1)A, — (p+1)X?P

By =X+ (p+1)(n+p+1)B,
Les deux polyndémes A, et B,.1 sont a coefficients entiers car A, et B, le sont. Avec
deg(Ap+1) =petdeg(Bpt1) =p+1
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2.1.5. Des formules précédentes, on tire

VpeN, Bp1(0)=@+1)(n+p+1)B,(0)

et
AO(O) =0, Al(()) =-1
Ap1(0) = (p+1)(n+p+1)4,(0), vp=>1
Soit
0 sip=20
p! (p+n)!
B =" o a0 ={ ey
' (n+1) b=

2.1.6. Soit 2 un zéro de R. Par absurde on suppose que Gl (x) =0,alorsz < O et pour toutp € N,on a

/ . t"*PG, () dt = 0. Notons f,, : t — t"G,,(t). Par linéarité de l'intégrale, pour tout polyndme
0
P eR[X],ona:

/xP(t)fn(t)dt:O
0

La fonction f,, est continue sur [x,0]. Donc, d’apres théoreme de Weierstrass, il existe une suite
(Pn)men convergeant uniformément sur [z, 0] vers f,.
Pour tout m € Net tout ¢ € [z, 0], en écrivant

Ja0)® = Fa(®Pua(D)] = 1£a8) (fat) = Pu(®)]

et il en résulte que la suite (f,P,),,cy converge uniformément vers f2 sur [z,0]. D’apres le
théoreme d’intégration des limites uniformes, il vient alors :

m——+oo

0 0
[ fwrai= [ naoP.0a
Donc
0
/fn(t)th:O

La fonction f2 étant continue positive sur le segment [z, 0] d’intégrale nulle, donc f,, = 0, ainsi la
nullité de f,. En particulier V¢ € [z,0[, G, (t) = 0 et par continuité G,,(0) = 0. Ce qui est absurde

2.2.
9 AN g
2.2.1. L'application 7 est dérivable sur I et f) =T E - 0, donc 7 est constante, c’est-a-dire
il existe A € C tel que g = Af. Les deux fonctions f et g sont a valeurs dans C* en conséquence
recCr
2.2.2. Soit u et v les parties réelle et imaginaire de h, ces deux fonctions sont de classe C' sur I et la
n'(t
contrainte |h| = 1 donne u? + v?> = 1, en particulier u'u + v'v = 0. L'application ¢ — W ((t)) est
, L h(s) . W(t)
continue, donc ¢t — h(s) ds est de classe C?, puis 0 est de classe C* sur I et 0/ (t) = —i 0%
to NS

Pourt € l,ona

/t: }fl;((j)) ds = /t:h’(s)h(s)ds

= / (' (s)u(s) +v'(s)v(s)) +i(u(s)v'(s) — v/ (s)v(s)) | ds

to

=0

z/ (u(s)v'(s) —u/'(s)v(s))ds

to

Ceci montre que 6 est a valeurs réelles.
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Soit f : t —— €%, Par coposition f est de classe C! sur I a valeurs dans C* et telle que

!/ !
]2((;)) =6 (t) = ‘;((f)), doncil existe A € C* tel que h = ae®. En particluier e?(*) = h(ty) = \e?(t0),
donc A =1

2.2.3.

(i) Notons u et v les parties réelle et imaginaire de f. Ces deux fonctions sont de classe C* sur I,

donc u? +v? I'est aussi et est srtictement positve donc ¢ — /u?(t) + v2(t) est de classe C* sur
I

(i) e Existence: Soit h = ——, une telle application est de classe C' sur I et de norme 1, d’apres

171

la question (2.2.2) il existe § : I — R de classe C' sur I vérifiant :

O(to) =6y et Vtel, h(t)=e?®

Soit
O(to) =00 et Vtel, f(t)=|f(t)e"™
(em)/
o Unicité: Soit 0, 3: I — R de classe C! vérifiant les deux contraintes. Alors 0’ = ~— =
el

1oAY
(ew) = ¢#’. Doncil existe A € R tel que 8 = 3+ A, avec 6(ty) = B(to), on obtient § = S

e

2.3. Procédons par récurrence sur p. La formule est vraie pour p = 1 (c’est la formule d’intégration par
parties classique). Supposons la vraie au rang p — 1 et prouvons-la au rang p. Soit h = f’, qui est de
classe CP~!. La formule au rang p — 1 appliquée a h et g donne

a

b b p—1
[ D@t de = (10771 [ hie)g D@ de Y (<D (O B D 1) -h P a)g D (a)
a k=1
soit
b b p—1
/ FP (t)g(t)dt = (—1)p‘1/ F gD @) dt + > (~D)F (P 0)g* D () = PR (a)g* D (a))
e @ k=1
Il suffit alors d’intégrer par parties le premier terme du second membre, alors

b b
/ F0)g@= D (t)dt = f(b)gP V() — fla)g~V(a) */ F(t)g® (1) dt

pour obtenir le résultat.

3*m partie
Etude des zéros des solutons d’une équation différentielle d’ordre 2

3.1. Les deux fonctions ¢ et 1) sont continues sur I, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire, le
probleme de Cauchy

" ' uw=20
{ te +w 580,1‘6€R et toel

u(to) = zo ,u' (to) = x
admet une et une seule solution
3.2. Soit u une solution sur I, non identiquement nulle, de I'équation différentielle (&, ;)

3.2.1. Siu/ (tp) = 0, alors par unicité de la solution du probléme de Cauchy u = 0, ce qui est absurde.
Par continuité de v’ il existe n > 0 tel que V¢ € I Nty —n,to+n[, v (t) # 0 et soit ¢ €
INnito—mn,to+n[\ {to}. Siu(t) = 0, alors par le théoreme de Rolle il existe ¢ compris strictement
entre ty et t, donc dans I N |ty — 1, to + 1], tel que v'(¢) = 0, ce qui est absurde
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3.2.2 Supposons que Z, N [a,b] est infini. Soit (,,),5, une suite d’éléments deux a deux distincts de
Z,,N|a, b]. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass il existe une suite extraite (:L'S(,(n))n2 o de (n),>0
convergente vers to € Z, N [a,b] ( Rappelons que Z, N [a,b] = u~({0}) est un fermé). On fait
appel au théroéme de Rolle, il existe y,, compris entre ) et 7,(,41) tel que u'(y,) = 0. La suite
Yn T to par le théoreme des gendarmes et par continuité de v/, on a u/(ty) = 0. Bref il existe

to € I tel que u(to) = u'(to) = 0, ce qui est absurde car u est non identiquement nulle
3.3.

3.3.1. Sinon il existe t € I tel que p(t) = 0, soit u(t) = v/(t) = 0, donc u est nulle. Ce qui est absurde.

3.3.2. f est de classe C! sur I a valeurs dans C comme somme de deux fonctions de classe C' et elle
ne s’annule pas, alors d’apres la question (2.2.3) il existe § : I — R de classe C' telle que
vtel, f(t)=|f(t)]e?® quise traduita

Vtel, wu(t)=p(t)cos(0(t) et u'(t)=p(t)sin(6(t))

p cosf — pb' sinf = v’

3.3.3. On dérive u et v’ on obtient { . On multiplie la premiere égalité

p'sinf + pb’ cos 6 = v’ = —urp
pp’ sinf cos @ — p>6’ sin® 6 = u'?

7

ar v’ = psind et la deuxiéme par © = pcosf, on obtient
P g P P {pp’ sin @ cos § + p%6’ cos? O = —uy

2 2
. . . —u —Uu . .
puis par soustraction on obtient ¢’ = % Les fonctions u?y et u'? sont positives et elles
u u
ne peuvent pas s’annuler au méme temps, donc pour tout t € I, §'(¢t) < 0, soit 6 est strictement
décroissante sur I

3.3.4. Soit A > 0 un minorant de v

(i) Soitt € I, ona (u(t),u'(t)) # (0,0) et
u2,l/) 4 1_1,/2 )\’LLQ + u/2
wru? w2 2

0'(t) = —

< —min (1, A)

(i) 0 est continue et strictement décroissante sur I = [, +oo|, donc c’est une bijection de
I = |, +oo| vers (1) = ]tliinooa(tﬁ 9(04)} . L'inégalité précédente montre que V¢t € I, 60(t) <
—min(1, \)(t — o) + 6(«), puis tl}glooé‘(t) = —00

(iii) Soitt > «, alors

teZ, < u(t)=0<=cosf(t)=0
= Jkez, G(t):ngknr

Donc Z, = {t > a |3k € Z, 0(t) = 5 +kn| = {071 (5 +kn) ; keZet+hkr <0(a)}.
0 1
Pour finir, on pose kg = E (W — 2) puis pour toutn € N, on pose z,, = 71 (g + (ko — n) w).
7r
Onabien Z, = {z, , n € N} etla suite (2,),,-, est strictement croissante tendant vers +o0o

3.4. Soit u la restriction de v a I, = [y, +-00[. la solution u., vérifie les conditions de la question (3.3.4), donc
les zéros de u sur I, forment une suite strictement croissante vers +oco. En outre d’apres la question
(3.2.2) 'ensemble Z,, N [, 7] est fini. Par concaténation les zéros de la solution u sur I forment une suite
qui tend vers +oo et qui est strictement croissante a partir d’un certain rang.

3.5. D’apres la question (1.5.3), il existe 8 > tel que les zéros de J,, sur l'intervalle ]0,+oco[ sont dans
[2/B,40c[. D’apres la question (L.1) l'application v : ¢ —— +/tJ,(t) est solution de (&,,) sur
1 — 4n? 1+ 4(t2 —n?)

[2V/B,+00], avec oy, (t) = 1 + o A2 qui est strictement positive et minorée par
1

A= ol 0 sur [y, +o0|, avec v > max(n,2y/3). D’apres la question (3.4) 'application les zéros de v
Y

sur [2y/B, +oo[ forment une suite qui tend vers +oco et qui est strictement croissante a partir d’un certain
rang. Pour conclure le résultat il suffit de voir que v et .J,, ont méme zéros sur |0, +-00|
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4°" partie

Irrationnalité des zéros de la fonction J,, de Bessel

P p
4.1. On appelle la formule de binoome de Newton, il vient que Up( Z " tPHE et par
k=0
e e - B (n+p+k)! , L n+p+k\ ,
définition de L,, onaura L,(z) = U\" (z) = kZ:O (—l)kpi!’mx th— kz_:o(_l)k(k) ( otk )x +k

Soit € R*, alors par le changement de variable t — zt,on a:

T, (z) = ;/0 Gu()L, (;) dt

On remplace L, par son expression dans la base canonique de R[X] et on poursuit le calcul
B k(P (ntptk 1 /w etk
Ty(x) = > (-1 <k> ( ok ) T t"RG(t) dt
p\ n+p+k 1 n
() () e ()@ + Bl @)

k n+k
@Qp(2)Gn(z) + Rp(2)G, (x)

Avec

Qp:Z(—l)k(z) (nZi‘;k>Xp—kAk et RP:Z(_I)k (Z) <n:i—£k>Xp_kBk

k=0 k=0

e Les poynomes @, et R, sont bien a coefficients entiers, car ils sont combinaisons linéaires des
polynoémes & coefficients entiers de coefficients entiers, donc ils vérifient la contrainte (7).

e Qo = Ay =0, Ry =By = letpourtoutp > 1, ona R,(0) = (—1)?(""?")B,(0) # 0 et

n-+p
Qp(0) = (=1)P (7;12;)/1 (0) # 0. Donc la deuxiéme contrainte (i) est vérifiée

e Soit p > 1. Pour chaque k € [0,p] degAx < k — 1 et degB < k, donc degXP~ kA, < p — 1 et
degXP~ kBk < p, alors par combinaisons linéaires degQ, < p — 1 et degR, < p. Ainsi la troisieme
contrainte (iii) est vérifiée

4.2. les deux fonctions t — G, (zt) et t — U,(t) sont de classe C? sur [0,1] et pour tout k£ € [0,p] et
te[0,1], (Gy (mt))(k e («t), alors par la formule d’intégration par parties itérée

/G xtU(p) (t)dt

- (_1)P/O (G ( ) P)U dt+z k+1 [mp_nglp_k)(J?t)U;k_l)(t) 1

Tp()

Comme 0 (resp. 1) est racine de U, d’ordre n + p (resp. p), alors Vi € [0,p — 1], U;”(o) = Ulgi)(l) =0,
P 1
puis Z (—1)k+t [aﬁp*kG%p*k)(mt)U;k’l)(t)} .= 0, soit
1
T, (x) = (-1)?/ (Gt ® U, (1) xp/ G () U (1) dt
0

4.3. Soitx € Rett € [0,1],ona:
|(zt)k e+ (1 — )" | < |af
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Alors
1 LETP(L — ) ] 2 _ e
GO (U (1) = t -
w (t) p()‘ '(n+k+p)! (at)" p! p'kzk' (n+k+p)! kzo !
On conclut, donc
||
/ GO (zt)U, dt’ / ‘G(m (@)U ‘ <
0 P

4.4. Soitz € R

e Siz =0.Pourp>1,0ona:

Qp(0) = (—1)P (F2P) A, (0) = ,(,l)p(nﬂp)w

n+p n+p (n + 1)!
! n)!
Ry(0) = (17 (3120) By(0) = (-1 () P E
Gul0) = o et G4 0) =
Donc @y(0)G(0) + Ry(0)G,(0) =0 ——0
e Siz#0,0ona:
|Qp(2)Gn(2) + Rp(2)G(2)] = [2PTp()|
—  .2p G
. /0 ®) (24U, (1) dt
< xQ;D@
p' p——+oo

Bref la suite (Q(2)Gn(z) + Rp(2)G1(2)),,5, converge vers 0
4.5. Remarquons d’abord que Q,R,-1 — Qp—1 R, est un polyndme et
deg (QpRp—1 — Qp-1Rp) < max (degQpRp—1,degQp-1Rp) <2(p—1)

car pour tout k£ € N, degRy < ketdegQ <k —1.
Soit x € R*, on part des égalités

{xpr(x) = Qp(2)Gp(x) + Ry(2)G}, (x)
P Ty 1 (x) = Qpo1(2)Ga(w) + Ry—1(2) G, (x)

Soit
{$pr($)Rp—1(1‘) = Qp(2)Rp—1(2)Gn(2) + Rp(2) Rp—1 G, (2)
2P, 1 (2)Rp(x) = Qp—1(2)Rp(x)Gr(x) + Ry(x)Ry—1(2) Gl ()

On tire alors
G (2) (Qp(x)Rp—1(x) = Qp1(2)Ry(2)) = 2P T () Ry 1 (x) — 2P~ T, 1 () Ry ()

On introduit T),(z) = (1)1"/1 GP) (xt)U,(t) dt, on a Ty (x) = xPT,(x) et on obtient alors
0
Gu(@) (Qpl) Ryp-1(2) = Qpor (2) Ry(@) = 222 (2T, () Ry (1) — Tp_1<x>Rp<x>)

Ce qui montre que Q,,(z) Ry—1 () —Qp—1(z) Ry(x) = Az*~ 240 (z27-2), avec \ vaut — ((())é%p() #0,
1
car R,(0) # 0 et T, 1(0) = (—1)”G$Lp)(0)/ Up(t)dt # 0 car U, garde un signe constant sur [0, 1]. Bref

0
QpRp—1 — Qp—_1 R, est un polyndme de valuation 2p — 2, ainsi le résultat demandé
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4.6. Soit p un entier non nul et « un réel non nul. Si (T,_1(z),T,(z)) = (0,0), alors le syteme d’inconnues
Gn(z), Gy ()

{Qp(x)Gn(z) FR()C (@) =0
Qp—l(x)Gn(x) + Rp_l(x)G;(x) =0

dont le déterminant Az?*~2 # (0, est de Cramer, donc il admet une seule solution G,,(z) = G/, (z) = 0.
Ce qui est absurde

. . ‘5 . p NPT a
4.7. Soit  un zéro de G, et par absurde on suppose qu'il est rationnel, c’est-a-dire + = —- avec a € Z et

b € N*. La contrainte (4.1.(i)) donne Vp > 1, R,(z)G,(x) = xPT,(z) et I'inégalité obtenue en (4.3)
montre que
1 q2p el

WRy(2)] < =S 4
RO S G @ o] o rree

d’ott & partir d'un certain rang po, on a [b’ R, (x)| < 1. Or R, est a coefficients entiers donc b’ R,(x) € Z,
alors Vp > pg, b’R,(x) = 0 puis R,(z) = 0. Revenons a (4.1.(1)) on obtient Vp > py, T,(x) = 0 ce qui
contredit le résultat de (4.6)
2
4.8. Soit x un zéro de J,,, alors — % est zéro de G,,, donc il est irrationnel puis 22 est irrationnel et, par suite,

x est irrationnel
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