CORRIGE DE LEPREUVE:MATH 1-2017

1.2 Corrigé de I'épreuve:Math 1-2017
Probléme 1

Partie I

1. Soit & € N*. Par une intégration par parties, on obtient:
T x? x? sin(kx)]”™ T sin(kx)
/0 (27r - a:) cos(kx)dr = [(% - x) k] - / (; - 1) de
B x cos(kxz) 1™
= [(771> 2 ]O / mcos (kx)d

11 i
= @2 [sin(kx)],
1
k2
N , s . ] —ein® . e e VB el HEEIR: sin (2&
2. (a) La régle de 'angle moitié permet d’écrire, e* =T e = (%) .
1—e* e 'z —e'z2 sin (ﬁ)
2

(b) On voit que Z cos(kz) = Re (Z e““”) , cependant e* # 1, car 0 < x < 7; alors

k=1
n

nx
E elk’l‘ _ E zt)k _ eirl — €
N N 1—ei@’

k=1

n 1= in
D’apres la question précédente Z cos(kx) = Re < ol e ) _

k=1 1—ew sin (3)
3.
. T , B — cos(mx) ] " ™, cos(mx)
Vm € N*, /0 Y(z)sin(mz)dr = {w(x)m ) + ; P (:z:)im dx

YO ) | [yl

D’autre part, la fonction v est de classe C!' sur le segment [0, 7], alors .il existe M > 0 tel que Vz €
[0,7], |¢ ()] < M; ainsi;

vm € N,

YO+ [¥(m] | Mr

m

(z) sin(ma)dz| <

s

donc en tendant m vers +oco, on obtient lin}r () sin(mzx)dz = 0.
m—>r+00 0

4. D’apres les théorémes généraux g est de classe C*! sur ]0, 7], et on pour tout z €]0, 7J;

3 x x 12
g/(m) _ 1(% — 1) SIH(E) — %Cos(i)(ﬂ — LE)
2 sin®(%)
1_2
Z -z
Onag(z) ~ 2 - — 1, Donc lim g(x) = —1 = g(0) et ensuite g est continue sur [0, 7).
=0 23 27r z—0

En plus, pour z voisin de 0, on a:
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5. (a) D’apreés les questions (1.) et (2.b), on a:

_ /07r (;c; B x) sin(@rilio(sg()(nzm)dx
= [ stmsin) cos P

/ ;
T 2 1 ™1 a?
= /0 g(x)sin( n; 17> d:z:+/0 5(%—@6&
2n +

2 1 4 2 1
(b) D’apres la question (3.) avec (m = n;— ), lhf / g(x) sin ( n2+ ) dx = 0, alors en tendant n vers +oo,

n—-+0oo 0

+o0 2
. .. . ™

dans la question précédente, on obtient E ==
=k 6

Partie II

1. (a) Pour toutz € R, la fonction ¢ — ¢;(x) est continue sur [0, +oo[; en plus pour tout ¢ € [0, +oo[, 0 < ¢;(z) <e™*
+oo

—+o0
et / e~ 'dt est convergente; donc / ¢t(z)dt est convergente pour tout « € R, c’est dire f(x) existe pour
0 0
tout z € R et ensuite Dy = R.
(b) Pour tout z € Dy, —x € Dy et:

+o0 +o0 —t +o0 —t
f(=z) = /0 pi(—z)dt = /0 mdt = /0 ﬁdt = f(x).

Donc f est paire.
—t

e
—  est
1+ 22¢2

2. (a) Soit t € R*; la fonction = — 1 + 2%¢? est dérivable sur R et ne s’annule pas sur R*, alors z

dérivable sur RT, et on a:
—2xt?e”!

VeERY, ge)= —— .
€ ) (pt(x) (1+£K2t2)2

2tx 1

14 222 1 + 22¢2°
Mais on sait bien que, 0 < 2tz <let0< ! <1, donc 0 < 2tz ! < 1 et ensuite
que, — 14222 — — 14x22t2 — 7 = 142221+ 222 — ’

Ainsi, Vz € RT, |p,(z)] = te™

lpr(2)] < te™".
(b) Soit t,z € RT, et h € R* tels que = + h € RT. On voit que:

et et

T+ (z+h)22 14222
La fonction ¢, vérifie les conditions du théoréme des accroissements finies sur ’intervalle d’extrémités x

et 2+ h, alors en utilisant la majoration de |, ()| sur R, on obtient d’aprés I'inégalité des accroissements
finis sur l'intervalle d’extrémités z et = + h:

= |pi(z +h) = pi(2)|

et et

L+ (z+h)22 1+ 222

< |z 4 h—z|te”" = |h|te™".
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(c) Montrons d’abord que f est continue sur R*. Soit x € R*, pour tout h # telque z + h € R*, on a :

+o00 et too -t +oo et et
h) —_dt— —_dt| = - dt
|z +h) ’/ 1+ +h)2t2 /0 1+ 222 ‘ /0 <1+(m+h)2t2 1—|—x2t2) '
+oo
< _
*/0 ‘1+(a:+h)2t2 1+:z:2t2

dt.
—+o0
D’autre part, / te~'dt est convergente, puisque t —+— te~? est continue de signe positif sur [0, +oo[ et
0

que te~ o( ); ainsi on peut intégrer I'inégalité ci dessus pour obtenir,

+oo
fatn) = f@I < [ e

En tendant ensuite h vers 0, il vient que %in%) |f(x+h)— f(x)] =0 c'est a dire,
—
’lir% f(z +h) = f(x), et donc f continue en tout point z € R*.
—
f étant paire sur R, alors elle est continue sur R~ et en conséquence sur R tout entier.
3. Soit z,y € RT tels que z <y, alors pour tout ¢t € RT,

1
< .
14+ y2¢2 = 1+ 222

0<1+2% <1+t et

Par passage a l'intégrale, on obtient f(z) > f(y); f est donc décroissante sur RT, et puisque f est paire elle
est croissante sur R_.

4. (a) Soit x > 0, en effectuant le changement de variable u = tx, t =0 = u =0, ¢t = 400 = u — +oo0; il vient
que:

u

fla)=2 /0“” .

x 1+ u?

(b) D’aprés la question précédente, on obtient 'encadrement suivant de f(z):

Ve >0, 0< f(z) < 1 /+<><> #du = [arctan(u)] ™ = =
T “z )y 14+u2 O 2]
En tendant z vers +oo, on obtient hrf f(z)=0.
r— 100
5. (a) Soit z > 0. On a:
Vu € [0, v/a), % —g§0:>Vue[0f] e VE<eE <1
1 u
T VE T 1
= VUE[Oy\/EL - < c < du

VE U VE ¥ Vel
= / du</ dug/ ——du
o 1+u? 1+ u? 0 1+u?

= [arctan(u f / du < arctan(y/x)

(b) D’apres le théoréme des gendarmes, lim du = —.
z—+oo Jq 1+ u? 2

(c) Soit x > 0. D’apreés la question (4, a), I'intégrale / %du est convergente.
Nz u

e w 1 tooemn too g
Yu >z, 0< < 5 = og/ 2§/ ——du
N 14w

+oo
= 0< / €+ > du < [arctan(u)]j%o = g — arctan(y/z).
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(d) En tendant x vers 0, on obtient d’aprés le théoréme des gendarmes lin% /
z—

Foo 67% e 67% too 67%
D’autre part, on a: Vz > 0, / du = / du +/ —_—
0 0

1+yu2 1+ u? vi L4u?
Ainsi par passage a la limite /+oo ¢ d W
——du = —.
par p g . Tt D)
™
D’ es 1 ti 4. t (5.d ~ —,
(e) Drapres les questions (4.a) et (5.d), f(x) oo 5

+o0o +oo
® / 1dgc est divergente, ce qui implique que / f(z) est divergente.
1 z 0

Partie III
1. Pour tout ¢t > 0, la fonction x — ¢, est deux fois dérivable sur R et on a:

. 1 — 3222
_ 2 —t
VI S R, 20 (SC) = —2t%e m
1+ 3z2¢2
< 2t%e! < 2t%e71.
wi ()] < 2t% 1+ 3222 + 3244 + 2616 = ©
Soit maintenant z et ~ non nul. D’apreés le théoréme des accroissements finies, il existe ¢ entre = et = + h tels
b —
que 20t : ot ()

donc,

! 1 . 9. - 24~ . . .
= ¢,(c), en utilisant ensuite I'inégalité des accroissements finies, on obtient:

’sot(:v +h) — i)

- —u(@)] = leu(e) = py(@)] < 2%,

h) — ¢:(0
N.B: Cette question est fausse dans I'’énoncé original; il suffit de remarquer que pour x = 0 et ¢ # 0, gi(h) = ¢i(0)

h
1Jff:2tt2 B e_t 2t2 —t t2 —t —h )
o e = a+nee) o
h) — /
Donc pour h — 0, M — got(O)‘ — 2t%et < t2e7t |

+oo
2. Remarquons d’abord que / t?e~'dt est convergente, puisque, t — t?e~! est continue par morceaux sur
0

[0, +00[ et que t?e~! = o(%).

Alors en intégrant I'inégalité précédente, il vient que :

+oo
Vh #0, /
0

Donc d’apres l'inégalité triangulaire,

+o0 _ , +o0
/ (%(x + h})L oul@) <pt(:c)> dt‘ < 2|h|/ 2e~tdt
0 0

“+o0 _ “+o0 , +oo
/ el £ 1) = o) —/ (x)dt‘ < 2|h|/ 2e~tdt
0 h 0 0

h oo >
ou encore, Yh # 0, fm%)f() —/0 <pt( )dt) < 2|h|/ e tdt.

En tendant ensuite h vers 0, on obtient que f est dérivable en tout réel z, et qu’ on a:

et =a)

+oo
dt < 2|h\/ t2e~tdt
0

Vh #£0,

C'est a dire, Vh # 0,

t2et

“+o0 “+o0
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+o00
/0 wp(z)de — 1] = ’f(%) —f(O)’.

Dapres le théoréme des accroissements finies, il existe ¢, €]0,1[ tel que, f(1) = f(0) = f(cn): =

“+o0 2, —t
te
9%, T at
¢ / (1 + 2t2)2

Par ailleurs, pour tout ¢ > 0,

3. (a) Soit n € N*, remarquons que,

+oo

o T

—+o0
Trae < <1 et par une intégration par parties / tPe~tdt = [t
0

o0 +oo
2/ te~tdt =2 [~te™!] > + 2/ etdt =2 7 =2
0 0
En conséquence,
+oo 2,—t +oo
t 1 1 4ey,
= 2cn/ L T 27/ 2 tdt =~
o (1+e3t2)2 n n Jo n

+oo 4
/ wn(x)dx—l‘ < —.
0 n

+oo

Donc en tendant n vers +oco, on obtient que, 1i111 wp (x)dx = 1.
n—-+0oo 0

[ wntwran - 1| =|rch) - 0 -

(b) On conclut de I'inégalité précédente que,

Partie IV

1. (a) Soit n € N*. La fonction f étant décroissante sur R", alors pour tout k € [|1,n|], et tout ¢ € [k — 1,k], on a:

k) < /k—1 f)dt < f(k—1), etensuite,

SNCED S NIUIED SYIE
k=1 k=17k—1

k=1
Ainsi,

S fih /f A1 = Y £k
k=0

k=1

Par suite, if = f(0) / flydt =1 +/ f(t)dt; et comme f positive, if(k) >

=1 k=0

+
k

donc/ ft) Zf( ).
k=0

<1+/f

“+o0
(b) f étant positive et / f(t)dt diverge, cela implique que, hm / f(®)dt = 4o0.
0

Finalement, / ft)dt <
0 o

Donc d’apres la question précédente, lirf E f(k) = 4+00; ensuite E f(n) est divergente.
n—-+0o0
k=0 n>0

(c) f est positive continue et non nulle sur [0,n], alors / f(t)dt > 0, donc d’aprés I'encadrement précédent,
0

1
n S n +1
/0 F(t)dt /0 F(t)dt

2 1)
n
En tendant ainsi n vers +oco0, on trouve lim =1, ensuite S5, ~ / ft)dt.
0

n—-+4+oo n—-+oo
/ £)
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+oo +o00
1
2. Soit n € N*. On effectue le changement de variable ¢ = n?z, pour avoir / o1(n’z)dr = — 1 (t)dt.
0 n=Jo
+oo
«
Donc n = — converge | avec « = t)dt |.
St = Y £ converge (avee o= [ o101
n>1 n>1
= =1 am
+o0 too -1 . too T
Cependaﬂt, o = /O ©1 (t)dt = A mdt =e€ [arctan(t)]o = %.
+oo +0oo 1 3
Finalement, n = — = —.
; v “ ; n? 12
, e n
3. (a) Soitz € R. Pour toutn e N, 0< p,(z) = 1o a2 <e™".
Comme la série Z e~ " est convergente, alors d’aprés le théoréme de comparaison Z pn(x) est conver-
n>0 n>0

gente.
1
(b) Soit z un réel fixé. Pour tout n € N, on applique la question (2.b) de la partie /I, pour z et t = ;:
Vh eR, |on(z+ h) — pn(x)] < |h|lne™™.
La série Z ne " et convergente, puisque pour toutn € N, 0 <ne™" = 0(7712)’ et que Z e~ " est convergente.

n>0 n>0
En sommant, ainsi, I'inégalité, on obtient:

—+oo +oo —+oo
Vh € R, Z lon(x + h) — pp(z)] < Z |h|ne™™ = |h| Zne‘".
n=o n=0 n=0

D’apres l'inégalité triangulaire, on aura aussi,

+oo +oo +oo
Vh € R, Z on(x+h) —pn(z)] < Z |hlne™" = |h| Z ne”".
n=o n=0 n=0
Cestadire, VYheR, [f(z+h)—E(x)| < ane n |h\Zne n,

Par passage a la limite quand h tend vers 0 on obtient, hm |€(z + h) —&(x)] = 0; ce qui termine de prouver
que ¢ est continue en tout nombre réel z.

(c) Soit z un nombre réel fixé, et comme précédemment, on applique la question III,1), a = et t = n;

Vh € R*, ‘%(x i h,)l —enl®) o )

< 2|h|n2e™™

La série E n’e”" est convergente, puisque n’e”" = o(-%).
n>0
Donc en sommant I'inégalité, puis en appliquant I'inégalité, on écrit:

h) =
Vh € R*, ‘f(m—i— E gpn < |h| E n?e "
n=0
. (@ + h
E te, lim |[>X>—2——>"~ E =
nsuite, lim cpn
Donc ¢ est dérivable en tout nombre réel x et on a § E gan

n=0
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Probléme 2

Partie I

1. 1 suffit de voir que pour tout ¢ € [-1,1] et pour tout k € N, [t*P(X = k)| < P(X = k), et que ZP(x = k) est

n>0
+o00
convergente, puisque ZP(X =k)=1.
k=0
Donc pour tout ¢ € [—1, 1], la série Z t" P(X = k) est absolument convergente, et ensuite elle est convergente

k>0
pour tout ¢t € [—1,1]; ce qui justifie que Gx est au moins définie sur l'intervalle [—1, 1].

2. Gx est la somme d'une série entiere de rayon de convergence au moins égal a 1, alors elle est de classe C*
sur l'intervalle | — 1,1[, et on a:

+oo
Vee]l-1,1[, VkeN, Gh(t) =) i(i—1)---(i—k+ )t *P(X = k)
i=k
Donc en particulier pour t = 0, G%(0) = k!P(X = k).
3. (a) X suitla loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1], vérifie

X(Q)={0,1}et P(X =1)=p, P(X=0)=1—p.

Donc pour toutt € R, Gx(t) =1— p+ pt.
(b) Ona X(Q)={0,---,n}, et pour tout k € {0,--- ,n}, P(X =k)=CkpF(1 - p)n~F.

Donc Gx est définie sur R par,

VteR, Gx(t)=Y Crt)*(1—p"*=01-p+pt)"
k=0

(c) Ona, X(92) = N* et pour tout k € N*, P(X =k) = p(1 — p)*~1. Donc Gx est définie sur | — -, L[ par,

1-p>1-—p
vie|l-—— Y | @ (t) = +§ptk(1 = _n
1-p1-p P L—t(1-p)
’ t - 1
4. Nous avons G (1) = lim Gxlt) = Gx(1) implique que
t—1 t—1
+oo
S (- 1)P(X =k)
/ . k=0
Gx(1) = Jim t—1
+oo
° A i ! — | e k—1 =
Cest a dire, G4 (1) = tlgri I;)(l +t+--+tHP(X = k).
Par ailleurs, pour tout n € N*,
n n —+oo
— = 1 e k—1 — < 1i e k—1 — — ’ .
;kP(X k) %quz_l(uw +tFHYP(X = k) < %quz_l(uw +tFHYP(X = k) = Gy (1)

Ainsi, la suite des sommes partielles associée a la série de terme positif kP(X = k), est majorée par Gy (1),

donc la série ZkP(X = k) est convergente; et ensuite X posséde une espérance mathématique, vérifiant
k>1
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E(X) < Gx(1).
Quant a l'inégalité réciproque, nous avons pour tout ¢ € [0, 1],

ia +t4 o+ tTHP(X =k) < ka(X =k) = BE(X).
k=0
Donc, lim i(l +t4HtHP(X =k) < ZOOkP(X = k) = B(X).
k=0

Cest a dire, G'x(1) < E(X). Finalement, E(;() =Gy (1).

5. Dans ce cas la, Gx est la somme d'une série entiére de rayon de convergence R > —1, alors elle est en
particulier deux fois dérivables sur | — R, R], et en conséquence elle est deux fois dérivable en 1, et on a:

= Jrf k(k—1)P(X =k) = io K2P(X Z kP(X E(X?) - B(X).
k=0 k=0

Notons que d’aprés l'existence de G’y (1), la série Z k*P(X = k) est convergente, et ensuite X posséde une
k>0
variance.

V(X) = E(X*) - (E(X))* = Gx (1) + E(X) — (BE(X))* = Gx (1) + Gx (1) - (Gx(1))*.

6. Nous avons,

1 1 = pt 1
- = ki1 —p)k—1 = 1
Vte] 1_p,1_p{, Gx(t) Eﬁ pt*(1—p) - ( Pl )

2
, p+p(l—p) 1 . / / s 2(1-p) 1 1 1—p
Donc, E(X)=Gx(l)=————F=—- et V(X)=Gx(1)+Gx(1) - (Gx(1))" = +-—-=5=
(X) = Gx (1) e > (X) = Gx(1) + Gx(1) = (Gx(1)) e PR
7. (@ Or ¢x(1)=1, donc ae’=1, et a=e2.
L t2k
(b) Pour toutt € R, ¢x(t) Z R
o _ P(X=k)=0 si kimpair
Ainsi, X(©2) =N, eton a pour tout k€N, { P(X = k) = % si kpair
© B(X)=px(1)=2 et V(X)=px(1)+ox(1) —(px(1)*=6+2-4=4.
Partie II
1. Soit t dans le domaine de définition de Gy, alors Gx, ..+ x, (t) = E(t¥1 - tX%).
Les variables aléatoires X1, - - - , X; sont mutuellement indépendantes, alors il en est de méme pour tX1, - .. | tX¥,
donc Gy, i..ix,(t) = E@tX1) .. BE(t%*).
Les variables aléatoires X1, - -, X, suivent le méme loi que X, donc E(tX!) = ... = E(t**) = E(tX) et ensuite

Gxotootxa (t) = (Gx (t)F.

2. (@) E(Y) = Z yP(Y =y). Le systéme {[N =k] / k=1,--- ,n} est complet. alors d’aprés la formule des
yeY ()
probabilités totales, pour tout y € Y (),

:iP(Y:% N =k) ip Y =y|N = k)P(N = k).
k=1

Ainsi,

n n

E(Y)= Y > yP(Y=y[N=k)P(N=k) =) Y yPY =y[N=FkKP(N=Fk)

yeY (Q) k=1 k=1yeY(Q)
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(b) Résulte immédiatement de (1.).
(c) Soit t R, Gg(t)=E(t%)=> P(N=kEt’IN =k =» GY%P(N=k)
k=1 k=1

(d) Résulte immeédiatement de la question précédente.

’ ’ /

3. B(8) = G(1) = Gy (Gx(1)).Gx (1) = Gy ()G (1) = E(N)E(X).
Partie III

1. (a) N(Q) = {0,1}; P(Nzl):% et P(N=2)=3.

(b) e Cas ou N = 1: Dans ce cas S(Q) = {1,2,3,4}; avec
1
P(S=1N=1)=P(S=2N=1)=P(S=3N=1)=P(S=4N=1)= .

eCasoil N =2: S(Q)=1{2,3,,4,56,7,8}.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
P(S=2N=2)=x =10 P(S=3N=2)=2x =0, P(S=4N=2)=2x xJ+1% =15
1 1 1 1 4 1 1 1 1 3
1 1 2 1 1 1
1 1 1
© P(S=1)=PS=1N=1)P(N=1)+P(S=1N =2)P(N=2) = 2 x 7 +0= .

1 1 1 1 )
P(s_z)_P(s_z\N_nP(N_1)+P(5_2|N_2)P(N_2)_%><%+§x%_%
P(S:3):P(S:3\N:1)P(N:1)+P(S:3|N:2)P(N:2):%x%+¥x%:?
P(S=4):P(S=4\1\7:1)P(1\1=1)+P(S:4|N=2)P(N:2):Z><g+1—16><%l=?T2
P(S=5)=P(S=5|N = DP(N =1) + P(S = 5|N = 2)P(N =2) =04 7o x 5 = =

1
P(S:6):P(S:GN:l)P(N:1)+P(S:6|N:2)P(N=2):O+1—36><5:3%
1
P(Sz?):P(S:7\N:1)P(N:1)+P(S:7|N:2)P(N:2):O+%><§:3%
1 1 1
P(S=8) = P(S =8N = )P(N = 1) + P(S = §]N =2)P(N =2) =0+ 7o x 5 = =
8
_ = 2015 _ g2y 2 _ 560 225 _ 55
BS)= Y RP(S =0 = gy = . VIS)= B8 - (B = 35 - {7 = gg.

2. (a) Il s’agit de la variable aléatoire égale au nombre obtenu a I'issu de chaque lancer du dé.
(b) Pour tout ¢t € R,

1 1
Gn(t) =tP(N = 1)+t*P(N =2) = 5(t+t2) , Gx(t) =tP(X = 1)+?P(X = 2)+t*P(X = 3)+t'P(X =4) = 1(t+t2+t3+
On conclut d’apres la partie II, que:

1
Gs(t) =GnoGx(t) = <t+t2 +83 4+t 1(t+t2 + 3 +t4)2>

4 4 4 4 4 4 4

| = 00| —

5, 64 T, 45 3, 2. 1
(t L i b A S A L t8>

Il suffit ainsi d'exprimer les coefficients du polynome Gs de degré 8, pour établir la loi de S, puis en
appliquant les formules E(S) = G4(1) et V(S) = Gg(1) + G4(1) — (G4(1))2, on retrouve les résultats
obtenus dans la question (1.c) de cette partie.
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