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EXERCICE
1.1. Posons f(u) = %, pour u > 0.
On a
1 _
f(u) ~ —= lorsque u — 0 et f(u) =o(e ") lorsque u — +00
Vu
comme fol \‘i/—% et 1+°° e~ “du convergent alors, f0+oo f(u)du converge, puis f est

intégrable sur |0, +o00].
1.2. Soit # > 0. On a /ne™ =o(e™2 ) et Ze%m est une série géométrique
n>1

"* est convergente.

convergente ( car 631 < 1) donc la série numérique \/ﬁ@i
g ( |
n>1

1.3. Soit z € C*. On a

Zn+1
Vol — ]z\,/L — |z| lorsque n — +o0

converge si et seulement si |z| < 1,

n
Par la régle de D’Alembert, la série c
g : ; NG
par suite, le rayon de convergence est 1.
1.4.1. La fonction ¢, est la somme d’une série entiére d’intervalle de convergence
] — 1, 1], donc elle est de classe C* sur | — 1, 1] avec

+oo
Vol - L1, ¢(2) =3 Ve
n=1

Par composition, la fonction ¢ est de classe C* sur |0, +oo[ car
Ve >0, e €|0,1[C] —1,1], avec

+oo
Vo >0, ¢(x) = —e (e ) = —e T Y Ve 0 = —p(a)
n=1



1.4.2. Ona ¢ = —1¢ et ¢ est classe C™ sur |0, 4o0[ ( car ¢ l'est ), d’oit ¢ est
de classe C* sur |0, +o0|.
1.5.1. Soient x > 0 et a > 0. Par le Changement de variable u = xt, on a

+00 —CC +o0 e U +0c0 e—u \/E
—du < — = —= < 400
a f Vu f \F Ve
+00 gzt
d’ou la convergence de l'intégrale f 7 dt

La fonction ¢ — < " est clairement décroissante ( il suffit d’utiliser la définition ),
donc pour £ € N* on a :

e—k:v e—zt e—zt e—xk
< et Vtelkk+1], <
Vi = Vi el vz

Prenons N € N*, on a pour tout k=1,..., N, on a

e—k:v k et k+1 et e—ack
- < —dt et
k

Vk = i VE vt TV

En sommant, on obtient

N o _kx N —at N+1
S < / C_dt et /
~ VE~Jo Vi 1 Pt

Le passage a la limite dans les inégalités précédentes, lorsque N — +o00, nous

donne
/-‘roo e—ztd - w( ) - /+oo e—xtdt
1 T .
1 N -~ Jo Vi

1.5.2. Toujours par le changement de variable u = xt, on obtient

Vtelk—1,k],

S

Mz

+oo —x +oo e U +oo —x +oo _—u
dt = du et

Vit . i)

En remplaeant dans la double 1negahte precedente, on obtient le résultat cherché.

1.5.3. On a :
+o00 e~ U w( —u
—d —d =
I \/_ \/_/ vt
+o0 e U

1 oo pmu

et lim — —du = ——du = 1, donc par théoréeme de gendarmes,

P T VE D Va
b)va

ona lim = 1, d’ou I’équivalence cherchée.
z—0 T
1.6. On a :

8|

400 e~ U +oo e U
\/_/ —du <Yz \/_ \/_du =



+oo e~ U T —u

. . € PN
comme  lim —du = /7 — lim ——du = 0, donc par théoréme de
T—+o0o .. \/ﬂ T—=+00 Jq \/ﬂ

gendarmes, on a

lim ¢(x) =0

T—r—+00

1.7.1.0na /n< \/MT vitl < /n+ 1, donc

n+1 n 1 1
(Z__zm) (Zﬁ—%/ﬁ) = —=2(Vh¥1-vh)
1 2

Vntl Vatl+yn
0

IA

La suite est donc décroissante.

Pour k=1,...,n, on a ‘v’tE[k;k;—l—l],\/LE \i[donc

f > k+1 dt = 2V = 2(Vk + 1 — V), en sommant, on obtient

o+

zn:%Zgzn:(\/ﬁ—\/z)zz(\/n+1—1)22\/ﬁ—2

La suite est décroissante et minorée par —2, donc elle converge.
1.7.2. Soit x > 0. La suite de la question précédente est convergente donc elle est
majorée de sorte qu’il existe M € R vérifiant

"1
VneN, Y — <M+2yn
= vk

Comme Z Vne ™ et Z e "* convergent, alors, par linéarité, Z(M +2v/n)e "™

n>1 n>1 n>1

converge, puls par Comparalson E ( E \/_> e converge.

n>1

1.7.3 Les séries E \/_ e "* sont absolument convergentes donc leur pro-
n>1 n>1

duit de cauchy 'est aussi et sa somme est égale au produit des sommes, on écrit

(&) &)

n=1

TV
=U(x _ —r 1
( ) =t




ol ¢, = Z \/_ e (n—k)z Z e "* d’ou I'égalité cherchée.

1.7.4 Comme dans 1.7.1. on montre que

(an | "1 no R g
I < — =2vn+1-2
k k+1 ,;/k Vit

On en déduit que

2vn —2 < — <2yn—1
o VE
par sommation, on obtient
+00 +oo
> (2vi-2) m<2(2 ) SEDDICVIE
n=1 n=1 n=1
par linéarité, définition de ¢, sommation d’une série géométrique et 1.7.3, on
obtient 5 (@)
x
2 — < <2
pla) - 7 < -7 < 2%0) - . —

On en déduit que

Les fonctions encadrantes ont une limite commune qui vaut 1 lorsque x — 0T, le
théoréme de gendarmes permet de déduire I’équivalence cherchée.

PROBLEME

2.1.1. Par régle de D’Alembert, la série an est convergente, donc son terme
neN
général tend vers 0 ( par divergence grossiére ).
n n : A

2.1.2. On pose x, = ’\—. Ona lim Tl _ lim =

n—+oo T, n—+oo 1 + 1
donc  lim xz, =0 (d’aprés 2.1.1. ).

n—-+o0o

2.2.1. 0 et 1 sont des racines de U,, d’ordre n, donc,

Vk=0,...,n—1, UX0)=UF1)=0



2.2.2. Par formule du binéme de Newton, on a

Par la formule de Taylor, on a

k=0
Par unicité de cette formule, on obtient

k=0,.. _
V=0 T T = )

D’ou

Wk =0, .on, UH(0) = % — (-1 Ak, ( K ) cz

On observe que Vx € R, U,(1 —z) = U,(z), donc

VeeR, Vke N, UM(z) = (-D*UP (1 - )

pour x = 1, on aura
Vk=0,..,n, UmP(1) = (=1)"*U9(0) = (=1)" Ak, ( Z ) ez

2.3. Pour p = 1, ce n’est que la formule d’intégration par parties. Supposons la
propriété valable jusqu’au rang p et montrons la pour p + 1. Soient f et g deux
fonctions de classe CP™! sur [a,b]. On a f’ et g deux fonctions de classe CP sur

la, b], donc par hypothése de récurrence, on note I = fab fPH () g(t)dt. On a

b
. / (F)P (1) g(t)dt

= [ r b dt+2 BB (5D (B) — (F)P P (a)g*(a)
" (f<b>g<p><b> / £ )
£ (1) (£ () g5 ) — O () a)
k=1
p+1

— p+1/ f (p+1 dt—i-z k+1 f(p—i-l k)( ) (k— 1)(b) _f(p—i—l—k)(a)g(k—l)(a))
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2.41.0na:a € aZ = Z + wZ, donc I(k, k') € Z? tel que a = k + k'w. D’autre
part w = 0+ lw € Z + wZ = aZ, donc k" € Z tel que w = k"a. On a donc
a=k+kKw=k+KE'apuis a(l — KE") = k.
Sil—k’k”;«éOalorsw:k”a:%EQ

Sil—KEK'=0alors k', k" € {£1} et k = 0 puis a = tw.
Sia=w,onal4+wéeZ+wZ=aZ donc I3m € Z , 1 +w = ma = mw puis
w(m —1)=1.On am # 1 car sinon, on aura 1 = 0 donc w = —= € Q.
Sia=-w,onal—we€Z+wZ=aZdonc Im' €Z, 1 —w=m'a=—m'w puis
w(l—m') =1.On am’ #1 car sinon, on aura 1 = 0 donc w = = € Q.
2.4.2.i. Pour tout (k, k') € Z, on a

kq+ K
ktkw=k+ k2 =15 g ke e az
q q
Dou Z+ wZ C aZ.
2.4.2.ii. Un résultat de l'arithmétique affirme que les deux entiers p et ¢ sont
premiers entre eux si et seulement s’il existe (u,v) € Z? tel que up +vq = 1, c’est
ce qu’on admet selon l'indication.

Pour tout k € Z, on a

k(up + vq)
q

k.1
ak = — = =kv+ kuw € Z + wZ
q

D'ou aZ C Z + wZ.
On en déduit que

weQ & da>0, aZ =7+ wZ
2.5.1. Par définition de la limite, on a
Ve>0, dN. e N, Vn> N, : |k, <e

Pour € = %, il existe N € N* vérifiant VYn > N : |k,| < %

Les k,, sont des entiers et le seul entier de valeur absolue inférieur a % est 0, d’ou
k, = 0, pour tout n > N.

2.5.2. On raisonne par I'absurde et on suppose que w € Q. Il existe alors a > 0
tel que aZ = Z + wZ. Pour tout n € N*| il existe k, # Z* tel que

kna = ppw — qn (car 0 # ppw — Gn € Z + wZ = al)

1
Puisque lim wp, — ¢, = 0 alors lim k, = lim —(wp, — ¢,) = 0, par suite, il
n—-+oo n—-+oo n—+oo @

existe N € N* tel que Vn > N | k, = 0, ce qui est absurde.
3.1.1. On a

—1 <0

1
Up+1 — Up = D! >0
Un+1 = Un = 500D (g D)



1

et lim v, —u,= lim — =0, d’ou (u,) et (v,) sont adjacentes.
n—-+4oo n—+oo N. n'
3.1.2. La suite (u,) est strictement croissante donc e = lim w, = sup u,
n—-+o0o neN*

donc u,, < e pour tout n € N. S'il existe nyg € N* tel que u,, = e alors, pour tout
n>mng, U, > U, = e cequiest absurde, d’ou

VneN | u, <e

de méme fagon, on vérifie que

3.2.0n a

D’autre part, on a

nlu, < nle <wv,n! =u,n! + —

n
donc
0 < nle —nlu, < 1
n
d’on Vn € N* | nle —nlu, # 0 et ngrfoo nle — nlu, =0
On pose p, =n! € Z , q, = nlu, € Z et w = e. En appliquant 2.5.2, on obtient
que e ¢ Q.
3.0n a

deg(U,) =2n , deg(L,) =deg(U,) —n=n
3.4.1. En appliquant la formule (1), on écrit

1
/ U™ (t)etdt
0

1
_ (_1>n/ U mtdt—i—Z k+1 U(n k) (1)1(k 1 U(n k) (0>0(k—1)€0)
0

Par 2.2.1. U\ k)( 1) = U,sn_k)(O) = 0 pour tout k =1,...,n d’o

T,(x) = (—1)”3:"/0 Un(t)e™dt

3.4.2. Si T,,(z) = 0, alors fo R(t)etdt = 0 car x # 0. La fonction ¢ + U, (t)e™
est continue et positive sur [0, 1] par positivité stricte, elle est nulle sur [0, 1], ce

7



qui est absurde. D’ou T,,(z) # 0.

3.5.1 OnaVte0,1], e <max(e*’, e”!) = max(1,e”) car exp est croissante.
Ona%t(l—t) =1—2t >0 sietseulement si 0 < t < % et %t(l—t) < 0 siet
seulement si 3 < ¢ <1

t— t(1 —t) est croissante sur [0, 5] et décroissante sur [1, 1], donc
Vie[0,1], t(1—t) < 3(1—3) =1, dou
1
Vie [0,1], Yn e N* | [t(1 —t)]" < <
On en déduit que
2n T
| nT ’<|ZE |/ |rt ’dt< max(l,e)
4nn!

n

A
3.5.2 On pose A = %2. D’apres 2.1.2, lim — = 0, donc, par théoréme de

n—-+oo n'

gendarmes et l'inégalité de 3.5.1, on a lim "7, ( ) =0.

n—>+oo

3.6.1 On a 2" (t) = 22 +lent ot T, (x) fo )ertdt, d’ou

2T (2) = (— 1) / UL (etdt = (—1)" / P ()T, ()t

3.6.2 Par la formule (1), on a

1
[ eewuma = o e o
0 =0 car deg(Un) 2n
2n+1

+ Z k+1 2n+1 k:)(l) U(k—1)<1) o 1/)(2n+1_k)(0) U(k—l)(o)

n

—g2nt+l—kez  =0si k<n —g2ntl-—k =0 si k<n
2n+1 2n+1
— ° Z (_1>k+1 Uékfl)u) p2ntl=k _ Z (_1)k+1 Uékfl)(o) p2ntl-k
k=n+1 T k=n+1 T
2n+1
Onpose Qule) = (~1)" 3 (~)FUHD(1)X* 1+ € 7]
k=n+1
2n+1
et P,(x) = (=)™ Y (=DFUED(0) X € Z[X].
k=n+1

On a deg(P,) = n car U(0) # 0 et deg(Q,) = n car US”(1) # 0 (0,1 sont de
multiplicité n). Et on a bien

2" T, (2) = Qnu(z)e” — Pu(x)

8



3.7.Soit r € Z. On pose p, = Qu(r) €Z , ¢, =P,(r) € Z et w=¢€".0On a

Vn € N* | pow — g =7"T,(r) #0 (3.4.2) et lim r""'T,(r) =0 (3.5.2)

n—-+0o0o

donc e" ¢ Q, d’apres 2.5.2.
3.8. Soit r = § € Q" avec p € Z* et q € N*. Cette fois, on pose
P =q"Qn(r) €Z , ¢, =q"P,(r) €Z et w=¢". On a

Vn € N* | pow — g, = ¢"r" T, (r) #0 (3.4.2)

En utilisant 3.5.1, on obtient que

n,.n+1 p q T
r" L (r)] < |=]. max(1,e
D G R e
d’ou lir+n ¢"r"™T,(r) = 0 puis liril Prw — ¢, = 0, on en déduit par 2.5.2 que
n—-+0oo n——+0o0
e" ¢ Q.

Soit a un rationnel strictement positif et distinct de 1. On pose x = Ina. On a
r € R*. Siz e Q* alors a =e" € Q, ce qui est absurde, donc z est irrationnel.



