Un corrigé du cnm 2018 Maths-2-  Filiere MP

Mr : HAMANI Ahmed

EXERCICE
1ére Partie
Réduction d’'une matrice
b b ... b
b b .o )
1.1. ¢ A— I, = , b étant non nul, donc rang(A — 8I,,) = 1.

P b
b - b b

1.2. e Par le théoréme du rang dimKer(A — I,) =n—1>1,donc 3 € Sp(A) et dim(Eg(A)) =n — 1.
1.3. e A étant symétrique réelle, donc d’apres le théoréme spectral, A est orthogonalement diagonalisable.
e Soit A l'autre valeur propre de A4, alors A\ =Tr(A) —(n—1)=na— (n—1)(a—b) =a+ (n —1)b =,
donc 3P € O, (R) telque A =tPDP ou D = diag(B, ..., B,7).
1.4. e det(A) = det(D) = " 1.
e A estinversible si et seulement si, 3+ # 0 si et seulement si, (b — a)(a + (n — 1)b) # 0.
1.5. ¢ A étant diagonalisable, donc le polynédme minimal de A est scindé a racines simples, c’est a dire
Iy = (X = B)(X =)
e I14 est annulateur de A, donc I14(A) = A% — (B +7)A + Byl, = A(A — (B +v)1,) + Byl = 0, ce qui

. . . 1
entraine que A est inversible et que A~ = _@(A —(B+v)1h).
1.6. e En posant A = diag(\/B,...,/B,/7) et S =PAP,onaura S* = Aet S € 5, (R).

2 éme Partie
Application a I’étude d’une famille de vecteurs d’un espace euclidien

2.1. 2.1.1. e Linégalité de Cauchy-Schwarz donne |a| < ||u;]|.||u;]| = 1, or e ¢ {0, 1}, donc « € [0, 1[\{0}.

o (u;,u;) liée si et seulement si, |a| = 1 si et seulement si, « = —1.

Donc si (u;,u;) est liée, on doit avoir u; = —u;, mais si k ¢ {3,j}, (wilux) = (uj|lux) = —1, donc
up = —u; = —u;,ce qui aboutit & la contradiction u; = ;. On conclut que si i # j (u;, u;) ne peut étre
liée.

2.1.2. e La famille (uq, ..., un4+1) €st de cardinal > n = dim(E), donc elle est liée.
2.1.3. e La liaison de la famille (us,...,u,+1) entraine I'existence de «aq, ..., a,,+1 non tous nuls tels que

n+1 n+1 n+1
Z agug, = 0,donc Vi € [[1,n + 1]] 0 = (u;] Z Qpug) = Z o (ui|ug).
k=1 k=1 k=1
n+1 n+1
Si on note C; la k éme colonne de G, alors Vi € [[1,n]], (Z arChr)i = Zak(uﬂuk) = 0, donc
i k=1 k=1
Z a,Cr = 0 cestadire (Cy,...,Cpyq) est liée.
k=1

e Sionpose U = (aq,...,an41), alors U # 0 et 'égalité précédente s’écrit GU = 0, donc Ker(G) # {0}
et par suite G n’est pas inversible.

1 o ... «

214. e G = a 1
«
a ... o 1

G n’est pas inversible, donc d’aprées la question 1.4 de la partie précédente « = 1 ou 1 + na = 0, la
premiére condition étant exclue, ce qui donne aa = ——.
n

2.2. Etude de la réciproque

. " . 1 1
2.2.1. e On ait dans les conditions de la partie 1, avec a = 1 etb = ——,donc 8 =a—b =1+ — et

n n
~v=a-+nb=1-—1=0 sont positifs, ce qui permet d’appliquer la question 1.6 de la partie 1 qui assure
I'existence de B € S,,11(R) vérifiant B2 = M.



n+1
2.2.2. e L'égalité M = B? est équivalente a Vi, j € {1,..,n+ 1}, m;; = bi bk .

k=1
n+1
2.2.3. o B est symétrique, donc m; ; = Y _ bixbjk =< w;lw; > avec w; = (b1, ..., bin11), €N particulier
k=1

1 =m;,; = ||w;]|?, donc w; est unitaire.
2.2.4. e v = 0 est une valeur propre de M, donc M n’est pas inversible.

e Si on pose A la matrice de M, 1(R) de colonnes wy, ..., w11, alors M = tAA, donc 0 = det(M) =
det?>(A), donc A n’est pas inversible et par suite la famille (wy, ..., w, 1) est liée, ce qui entraine que
dimVect(wy, ..., wn,+1) < nd’ol I'existence d'un sous-espace F' de dimension n contenant ces vecteurs.

On peut méme remarquer, puisque la somme des colonnes de M est nulle, que

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
|| ZwiHQ = Z < wi|wj >= Z m;; = Z(Z mi’j) = ZO = 0, donc Zwi =0etvu
i= 1<ij<n+1 1<i,j<n+1 i=1 j=1 i=1 i=1

que le rang de B est gale a n, on aura (wy, ..., w,) base de F.

2.2.5. e Considérons f une isométrie de F' = Vect(w,...,w,) vers E donc f conserve le produit sca-
laire.(Une telle isométrie existe, il suffit de choisir une base orthonormée de E pour le produit scalaire
(.|.) et une base orthonormée de F pour le produit scalaire < .|. > et considérer I'application linéaire
qui transforme la base de F en la base de E).

. 1
Alors sion pose v; = f(w;) pourtousi € {1,...,n+1},alors Vi # j € {1,...,n}, (v;|v)) =< w;lw; >= ——
n

et (v;]v;) =< w;jw; >=1, de plus Vi € {1 ,n},

n n—1 1
o (vns1]0:) = (f(wns1)| f(wi)) = ng ) ==Y < wylws >=—1+ = = =
j=1

°(vn+1lvn+1):(f(wn+1)|f(wn+1)):(*Zf(wi)\*Zf(wj')): Y <wiw; >=

1<i,j<n

n

i=1 j=1 =1
La famille (vy, ..., v,41) répond & la question.

PROBLEME

1 ére Partie
Un résultat utile sur les fractions rationnelles

3.1. e Linégalité est évidement vérifiée sur C \ D.
e Soit a € D qui est fini, donc z, est isolé, et par suite I > 0 tel que B(a,r) ne rencontre D qu’au point
a et soit une suite (z,),, de B(a,r) \ {20} qui converge vers qa, alors la passage a la limite dans l'inégalité
|R(z,)| < M|Q(zy)| et grace a la continuité des applications z — |R(z)| et z — M|Q(z)|, entraine que

[R(a)] < M|Q(a)].

En définitive, I'inégalité est vérifiée pour tout z € C.
3.2. ¢ Si Q(z) = 0, alors I'inégalité précédente, entraine que R(z;) = 0, ce qui contredit que R A Q = 1.

A . R .
¢ () est sans poles dans C, donc () est constant, et par suite la fraction 0 devient un polynéme P de C[X].

27
3.3.33.1. e / e F=Dtgt = 275, , ol &, désigne le symbole de Kroneker.
0

d 27
3.3.2. ¢ P = Zaka, donc / P(re e"iatqr = Z arr / ih=a)t gy — ZGM” Ok,q = 2magrd.
0

k=1 k=1
. 27 . . M .
3.3.3. e Soit r > 0, ¢ € {1,...,d}, alors 27|a,|r? = |/ P(re'te~"'dt| < 2rM, donc |a,| < —» ce qui
r

0
entraine en tendant r vers +oo que a, = 0 pour tout ¢ € {1, ..., d} et par suite P = ay.

) 2 éme Partie
Etude du cas n = 1 et applications

4.1. Etudeducasn =1

4.1.1. e x £ 0 et (x, f(z)) liée, donc 3N, € Ctel que f(x) = A\, z, C’est a dire )\, valeur propre associée a z,
d’ou l'unicité.



4.1.2 e x vecteur propre associé a A\, et (z,y) liée, donc y est aussi vecteur propre associé a A, d'ou
f(y) = Azy = A\yy et puisque y # 0, on obtient A, = A,.

4.1.3. e D’'une part f(z +y) = A\gty(z +y) et dautre part f(z +y) = f(z) + f(y) = A\gx + A\yy et par liberté
de (z,y), onaura Ay, = Ay = Ay

4.1.4. ¢ Onvient de montrer que Vz,y € E\{0}, A, = \,, Cestadire 3\ € Ctel que Vz € E\{0},f(z) = Az,
donc f = \idg.

4.2. Quelques applications

4.2.1. e f laisse stable les droites vectorielles, donc Vx € E \ {0} f(z) € Vect(x), donc daprés 4.1 f est
une homothétie.

4.2.2. e Soit z, y, z trois vecteurs librent deux a deux de E, alors Vect(z,y) NVect(z, z) = Vect(x) est stable
par f, donc f laisse stable toutes les droites vectorielles, et la question précédente entraine que f est
une homothétie.

4.2.3. (i) f n'est pas une homothétie, donc par contraposée de la question 4.1, 3z € E \ {0} tel que
(JJ(), f(l‘o)) est libre.

(ii) Lethéoréme de labase incompléte assure I'existence des vecteurs es, ..., e, tel que (zo, f(z0), €3, ..., €p)

soit une base de E.
(iii) h(f(z0)) = —f(zo) et f(h(zo)) = f(xo), OF f(zo) # 0, donc h(f(zo)) # f(h(zo)) et par suite
fh#hf.
4.2.4. ¢ Si f n’est pas une homothétie, la conclusion de la question 4.2.3 conduit a I'existence de h symétrie
vectorielle de E tel que fh # hf, donc par contraposée on obtient I'implication demandée.
4.2.5. Traduction matricielle
e —> Si A = \I, est une matrice scalaire, alors elle commute avec toutes les matrices.
e — Si A commute avec toutes les matrices, considérons f 'endomorphisme canoniquement associé
aA.
Soit g un endomorphisme de R™ de matrice M dans la base canonique de R™, alors AM = M A, donc

fg = gf c’est a dire f commute avec tous les endomorphismes de R", et par la question 4.2.4, f est
une homothétie, donc A est une matrice scalaire.

3 éme Partie
Etude du cas général

5.1. 5.1.1. e Lensemble L = {q € [[1,n]] / (=, f(z),..., f4(z)) estliée} est un sous-ensemble de N qui
contient n, donc admet un plus petit élément n,.

ny € Letn, —1¢ L,donc (z, f(x), ..., f*(x)) est liée et (z, f(x), ..., f="1(z)) est libre.
5.1.2. o f(Vect(z, f(z),..., fr=71)) C Vect(f(z), ..., f=(z)), or d’aprés la question précédente
fre(x) € Veet(z, f(z), ..., f*=~(x)), donc Vect(x, f(x), ..., f*=~1(x)) est stable par f.
5.2. 5.2.1. e La question précédente assure que I'ensemble {n, / = € E \ {0}} est non vide inclu dans
[[1,n]], donc p existe et p < n et p = n,, ol zo € E \ {0}, donc (xo, f(xo), ..., [P~ (z0)) est libre et
(o, f(zo), ..., fP(x0)) est liée.
5.2.2. e Par définition de p, f?(x¢) € Vect(xo, f(z0), ..., [P~ (z0)), donc Jag, a1, ..., a,—1 tel que

p—1 p—1
fP(x) = Zaifi(:co) = P(z() avec P = ZaiXi.
i=0 i=0

o Lunicité vient de la liberté de la famille (zo, f(xo), ..., fP~1(z0)).
e De plus s'il existe Q € C,_1[X] non nul tel que Q(f)(xo) = 0, alors la famille (zo, f(xo), ..., f7~*(z0))
est liée, ce qui est absurde.
5.3. 5.3.1. e fP(x¢) € Vect(zo, f(x0), ..., fP"1(x0)) €t p > n,, donc fP(e) € Vect(e, f(e), ..., fP71(e)), ce qui
assure la stabilité de F par f.
5.3.2. e La famille (zo, f(xo), ..., fP~1(x0)) est libre de cardinal p, donc dim(F) > p.
o fP(x0) € Vect(xg, f(x0), ..., fP1(x0)) et fP(e) € Vect(e, f(e), ..., fP~1(e)), donc
F = Vect(zg, f(x0), ..., fP"H(x0), €, f(e), ..., fP1(e)), et par suite dim(F) < 2p.
5.3.3. e La famille (x¢, f(xo), ..., fP~(x0)) est libre dans F, on la compléte en une base de F.
Une forme linéaire sur F’ est totalement détérminée par ses images sur une base de F'. On considéere
pour j € {1,...,p—1} la forme linéaire ¢; sur F qui prend 1 sur f7(z,) et nulle sur les autres vecteurs
de la base, alors (¢, ..., pp—1) répond a la question.
5.4. e Pouri,j € {1,....p— 1}, 0;(fi(vy)) = 6i; + Ap; (fi(e)).
Si on note M (v,) la matrice (¢;(f*(v)))1<ij<p—1, @lors M(vy) = I, + AM (e),donc A(X) = det(M,,)
est un polyndme en \ de degré < p.
o A(0) = det(I,) = 1.



5.5. e Par définition de p, p > n,,, donc fP(vy) e Vect(v)\, f(wy), ..., fP~(vy)), ce qui assure I'existence de
la famille ag(N), ..., a1 ()) tel que f7(vy) Zak VfE(y).

5.6. 5.6.1. e La linéarité de ; donne le systeme (2).

ag(A) @o(fP(vr))
5.6.2. e Le systeme (2) s’écrit M, : = :
ap—1(A) Pp—1(fF(va))
vYAeC\ Z, A( ) = det(M (vy)) # 0, donc le systéeme admet une solution unique, a savoir
a;(N) = A(A)det(A) ou A est la matrice M(vy) en remplagant la iéme colonne par le second
membre du systéme (2). On a donc «; est une fraction rationnelle en A définie sur C \ Z.
p—1
5.7. 5.7.1. & Soit ay, ..., a1 € Ctel que > _a;f'(vx) = 0, alors
=0
p—1
vje{oa"wp*l}, Ozspj(zaifz Zaﬂpg Zaz i, — Ajs
=0

donc la famille (vy, f(vy), ..., fP~(vy)) est I|bre.
p—1
5.7.2. e Soitpour A € C\ Zetj € {0,....,p— 1}, Q; = [ (X — Bx(M)).

k=i
k#j

Q; est de degré p — 1 et la famille (vy, f(va), ..., fP71(vy)) est libre, donc Q;(f)(va) # 0.
5.7.3. e L’égalité (1) de la question 5.5, s’écrit 0 = Px(f)(vx) = (f — B;(N)idg)(Q;(f)(va)),
donc Q;(f)(va) € Ker(f — B;(N)idg) et Q;(f)(va) # 0, donc 3;(A) € Sp(f).

5.8. 5.8.1. e Soit g € L(E) tel que ||g|| = 0, alors g = 0 sur la sphére S(0,1), donc Vz € F \ {0}, ” ”

1
S5(0,1), et par suite g( T ”) mg(x) =0, donc g = 0 sur F\ {0} et g(0) = 0, on conclut que g =0
sur F.
e VA C, [[Agll = sup [[Ag(z)]| = [Alllg]l-

llzll=1
o Vo € 5(0,1), Vg, h € L(F) [lg(z) + h(z)|| < lg(@)]| + ()] < [lgll + [|]] et par passage au sup, on
obtient [[g + Al < [lg]l + [IA]].

5.8.2. e Soit z € '\ {0}, Vg € L(F) [lg(=)] = Hg(H%H)II-IIIII < llgll-[=II,

donc vz € F\ {0}, [[(gh)(x) = g(h(x))| < llglllln)] < llgll-Inl-I=] et par suite ||gh(
llgll-|||| et le passage au sup entraine que ||gh|| < ||g]|-]|k]-
5.8.3. e Soit = un vecteur propre unitaire de fr associé a g3;(A), alors ||5;(N)z|| = |5;(N)| = ||fr(z)]| <

| £l
5.8.4. e Les formules de Viéte s’écrivent V& € {1,...,p}, o = (—1)F"1 Z Bi, ... Bi,.-
0<i<...<ip<p—1
loprl < D BaldBul< X0 MEIF = Cplfellt < M = max (CHIIfFI).

0<i1<... <1 <p—1 0<i1<... < <p—1

5.9. e Les «; sont des fractions rationnelles bornées sur C \ Z ou Z est fini, donc d’aprés la premiére

partie, ces fractions sont constantes, donc YA € C, Yk € {0,...,p — 1}, a(N) = ax(0) et par suite
p—1

P, = X?P — Zak(O)Xk, or vg = zo et I'égalité (1) de la question 5.5, avec A = 0 s’écrit Py(f)(xo) =
k=0

Po(f)(xo) = 0.

e P, est unitaire de degré p tel que P\(f)(xz¢) = 0, or 'unicité d’un tel polyndme assurée par la question

5.2.2 entraine que Py = P.

e Avec A =1, PA(f)(e) = Pa(f)(vx — 20) = Pa(f)(va) = Pa(f)(z0) =0 -0 =0.



