E3a mp 1 2019: corrigé

Exercice 1:
a™ cos (nx) o™ . : .
Q1: On a uy (z) = ———— donc |uy, (#)| < —- terme général de la série exponentielle qui converge pour toute
n! !
valeur de a donc Y |uy, (x)| converge. On en déduit que D = R.

n
Q2: D’aprés ce qui précede, |luy|, < @ et > @ converge donc la série de fonction Y u,, converge normalement
n n!
donc uniformément sur R.
ameinT (aeia:) n +o0 '
Q3: Posons v, (z) = — = - Ona } v,(z) = exp (ce’™) et Vn € N, Re (v, (z)) = u, (z) donc
n. n. =0
+oo +oo . 8 . L
> up () =Re ( > oy (m)) = Re (exp (ee'®)). Orexp (ae™) = exp (acos (z) + iasin (z)) = e*s(@)glasin(@)
n=0 n=0

donc C (z) = e*°5(*) cos (asin (z)).

Q4.1: On a J, = [7 sin (mc)C’( Ydz et © — sin(nz)C (x) est impaire car C est paire donc J, = 0. On

= " cos( —FZOO = /" Z cos (nx) ug (x)dzr. On pose wy () = cos(nz)uk(x). On a
||w;€||Oo < ugl| o dorlic Ola série de fonctlons > wg converge normalement donc uniformément sur R et les
fonctions wy, sont continues. On en déduit que I, Z f wy, (z) dz. Or, wy (x) = o cos (nlf') cos (k) =
2a]:'(COb(k+n)($)+COS(k n)(z)) donc [* wi (z)dz =0sik#net [T x)dz:% fﬂldaz:o{;—r
donc I,, = ﬂ.

n!

Q4.2: On a J, =0 donc hm Jp,=0et lirf I,=0(

n—-+4o0o

).

1+ cos (2z) acos? (nx) o™ a"cos(n X 2x) +oo a” e®  toea™cos(n x 2z)
. 2 — = N 7 = -
Q5: Onacos? (nx) = 5 donc ] =5 p . Or E 1= et 7;:0 ]

(e

n 2
o cos” (nz) converge et S (z) = % + > o5(27) cos (v sin (22)).

C (2x) donc la série ) '
n!

Exercice 2:

Q1.1: Soit A € Fy. On a u(A) = B avec By = Ay et By = A;. Soit A/ € FEs et ()\, X) € R2. On pose
A" = XA+ NA, u(A) =B et u(A”) = B". Ona B = (AM+NA'), = My + N Ay = AB; + X'Bj et, de
méme, BY = ABy + ) B} donc B” = AB + X' B’ donc u est linéaire donc endomorphisme de Es.

0 0 1 0
0 0 0 1
Q1.2: Onau(Ky) = Ks, u(Ks) = Ky, u(K3) = Ky et u(K4) = Ko donc matp (u) = 100 0
0 1 00
Q1.3: On remarque que u? (K;) = K; donc u? = idg, et u est une symétrie. De plus, u (K1 + K3) = K1 + K3
et U(KQ +K4) = K2 + K4 donc wvect (Kl + Kg,KQ + K4) C ker (U7 ZdEQ) et U(Kl - Kg) = — (Kl — Kg)
et u (Ko — Ky) = — (K2 — Ky4) donc vect (Ky — K3, Ko — K4) C ker (u+idg,). Or Ey = ker (u —idg,) ®

ker (u + idg,) et ces deux sous-espaces vectoriels sont de dimension au moins 2 et la somme de leurs dimen-
sions vaut 4 donc ils sont de dimension 2 donc ker (v — idg,) = vect (K1 + K3, Ko + K4) et ker (u + idg,) =
vect (Kl - K3,K2 — K4)

Q2: Sin = 2, det(u(A)) = —det(A) (interversion des colonnes). Si n = 3, d t (u(A)) = |B1, B2, B3| =
‘Bl + BQ + Bg,BQ,Bg|. Or Bl +BQ +Bg =2 (Al + A2 + Ag) donc det (u (A)) |A1 + AQ + Ag,BQ,B3| =
2 X |A1 + AQ + Ag, 7A2, *A3| (CQ — CQ — Cl et Cg — Cg — Cl) donc det (U (A)) = 2det (A)



Q3: On a det(u(A)) = |B1,B2,...,Bp| = |B1+ -+ Bn,Ba,...,Bplet Bi+---+ B, =(n—-1) (A1 +---+ Ayp)
doncdet(u(A))z(n—1)|A1+-~-—|—An,BQ,...,Bn|:(n—1)|A1—|—-~-+An,—A2,...,—An| (CJ<—CJ—01
pour 2 < j < n) donc det (u (A)) = (n — 1) (=1)" " det (A).

Q4.1: Soit C; = > B, la j°™ colonne de u(u(4)). Ona C; = (n—1)A; + (n—2) > A; (car
1<k<n, k] 1<i<n,i#]
Aj est présent dans tous les By tandis que si ¢ # j, A; est présent dans tous les By sauf B; donc C; =
(n—1)A; + (n —2) Bj. On en déduit que u? (A) = (n — 1) u (A) + (n — 2) A. Cette relation étant vraie pour
toute A, on a u? — (n —2)u—(n—1)idg =0 donc P = X2 — (n —2) X — (n — 1) est un polynéme annulateur
de wu.

Q4.2: Ona P = (X +1)(X —(n—1)) donc P admet deux racines distinctes. Le polynome P est scindé & racines
simples donc u est diagonalisable et sp (u) C {—1,n — 1} Le sous-espace E_; (u) est 'ensemble des matrices

A telles que, pour tout 7, > Ap = —Aj, cest-a-dire telles que > Ay = 0 (il est donc de dimension

1<k<n,k+#j k=1
n? —n: on peut prendre les n — 1 premiéres colonnes quelconques et en déduire la derniére). Si une matrice A
a toutes ses colonnes égales, alors > Ap=(n—-1)A; donc A € E,,_;1 (u). Or I'ensemble des matrices
1<k<n,k#j

ayant des colonnes identiques est de dimension n (on peut prendre la premiére colonne quelconque et en déduire
les autres) donc, comme dim (E,,_1 (u)) = n? — dim (E; (u)) = n, E,_1 (u) est ensemble des matrices ayant
toutes leurs colonnes égales.

n . .
Q5.1: Soit C = AU,,. Onac;j = Y. a; kU, avec Uy ; = { 1 o K 7&‘7 donc ¢; ; = > ai k. On en déduit
k=1 Osik=j 1<k<n,k#j
que C;j = > Ag donc AU, =u(A).
1<k<n,k#j

Q5.2: Ona J2 =nJ, donc U2 = (J, —1,)> = J2 =20, 41, = (n— 2) Jpu+1, = (n—2) (Jo — I,)+ (n — 1) I,, donc
U= (n-2)U,+ (n—1)1I,. Soit A € Ey. On a u?(A) = u(AU,) = AU2 = A((n—2)U,+ (n—1)1,) =
(n—2)AU,, + (n —1) A donc v?(A) = (n—2)u(A) + (n—1) A, ce qui permet de retrouver le polynome
annulateur de u.

Exercice 3:

Q1.1: La fonction f est continue sur R donc F' est 'unique primitive de f qui s’annule en 0 donc F' est de classe

C! sur R.
Q1.2: Par le changement de variable u = z—t, h (z) = [; (t+ ) f (x — t)dt = [} (22 —u) f (u) du =2z [ f (u) du—

fo uf (u) du qui est de classe C* pour les mémes raisons que Q1.

Y
Q2: D’apreés la premiére question, si f est solution de (P) alors f est dérivable. De plus, f = 1-h < { j‘c((;) _hl — 1 (0) &
Ve eR, f/(x) == (2 f(w)du+2zf () —af (z))
donc
{ f(0)=1
f dérivable sur R
[ est solution de (P) & ¢ Ve €R, f'(z)+2[; f (u)du+af(z)=

f(0)=1
F' deux fois dérivable sur R

Q3: Comme F' = f,ona (P)< < Ve eR, F'(z)+aF (z)+2F (z)=0: (&) .
F(0) =1

Q4.1: Comme H est supposée développable en série entieére sur R, elle est de classe C° et on peut dériver terme a

“+o0 400 + o0
terme H” (z)+zH' (2)+2H (z) = Y. n(n—1)a,z" 2+ >  na,z"+2 Z anz” =Y (n+2)(n+1)apia+ (n+2)a,
n=2 n=1(—0) n=0 n=0

On en déduit (unicité du DSE) que H” (z)+zH' (2)+2H (z) =0 VneN, (n+2)(n+ 1) ant2+(n+2)a, =
0 VneN, appo = —%. Les conditions H' (0) =1 et H (0) = 0 équivalent a (ag,a1) = (0,1).



Q4.2: VneEN, app9 = ———
n+1 » ( )p
-1 -1 -1 (1) ~1
On a a = —ag9, 1 = ————a9, 3 = a; =
L oy T T o 2T T o (2p—2) x - x 2 1 2ppl
2\ P
o (-1 w (%)
> Wﬁp*l =z ' = ze~ = . On peut noter que les équivalences dans Q4.1 permettent de dire,
n=0 p: n=0 b:
puisque le rayon de convergence de la série entiére est +00, que H est bien solution de (£) ou vérifier que H
est bien solution de (€) par le calcul.

Q5: On ade plusF (0) = 0 donc f est solution de (P) si et seulement si F' est solution de (£) et (F (0), F' (0)) = (0,1)
et le théoréme de Cauchy assure I'unicité d’une telle solution donc f est solution de (P) si et seulement si F = H

c'est-a-dire Vo € R, f(z) = H' (z) = e (1—2?%).

et agp = 0 entrainent que Vp € N, ag, = 0.

. On en déduit que H (z) =

Exercice 4:
Question de cours: Dans un espace euclidien E, si F est un sous-espace vectoriel, alors F @& F+ = E donc
dim (F*) = dim (E) — dim (F).
Q1: Soit P et @ deux éléments de E. On a u (AP + pQ) ( fo z4+t)" (AP + pQ) (t)dt = X f01 (x+t)" P(t)dt+
ﬂfo (x+t)"Qt)dt = Mu(P)(z) + pu(Q) (z) et cette égalité est vraie pour tout z donc u (AP + u@) =

n
Au (P) + pu (Q) donc u est linéaire. De plus, si P = > ax X", alors u(P)(z) = fol (x+t)" P(t)dt =
=0

fo _ ( Y P (t)t"idt = (( )fo t"‘idt) 2% donc u (P) € E. De plus, si u(P) = 0, alors Vi € [[0,n]],

fo )t Tidt =0 = (P|X" “) donc P € vect (1,X,...,X")" = B+ = {0} donc ker (u) = {0} et u € GL (E)
(endomorphisme de dimension finie).
P (1) [ ppan—i z:niz P q:nL
Q2.1: Onau(X?) = Eb((i)fo ¢ dt)X X o g X (R) done (u (X7)[X9) i§p+n7i+1(

Z-;)(p+n7i+1)(q4ri+1)'

X'|X9) =

2.2: D’aprés la question précédente, (u (X9?) | XP 3 ( ) 3 (n J>
Q p d P (u (X9 1X7) = ZZ()(q+n—Z+1)(p+Z+1)J”ijo(q+j+1)(p+n_.7+1)

(u(XP)|X7) car (")) = (?) Soit ¢ : E x E — 0 définie par ¢ (P,Q) = (v (P)|Q) — (u(Q) | P) est bilinéaire

n—j
et V (i,7) € [[0,n]]%, ¢ (X%, X7) =0 donc ¢ = 0 et donc u est un endomorphisme symétrique.

Q3: Soit y € R. On pose Q, = (X +y)". On pose Q, = Z (Qy|Pj) Pj. Or (Qy|P;) = f0+oo (t+y)" P(t)dt =

w() () = MiF3 (1) dome Qy = 3 A5 () Py dome @, (@) = (@ +9)" = 3 X3 () Py (0).

n

Q4: D’aprés (R), les coefficients diagonaux de la matrice de u dans la base canonique sont —2—, 0 < p < n donc
n

n (Z) oo

t = = .
T(U) p:0n+1 n—+1
Q5.1: Onau(Qy) (v) = [ (v+8)" Qy (1) dt = [ (y+ 1) dt = — [(y+t)2"+1]1: ((y+1)2”“—y2"“>'
Y 0 Y 0 2n +1 o 2n+1
Q5.2: Ona J} u(@) Wy = fy 5 ((w+ )™ =92 ) dy = : [+ 1272 —yoniz]’
0 Y 02n+1 (2n+2)(2n+1) 0

22n+2 -1
(2n+2)(2n+1)

Jyu(@y) () dy = [, éo/\ipj(y)P (y)dy = ZAZIO (y) P; (y) dy = Z/\2 car |P;|| = 1. Or tr (u?) =

Par ailleurs v (Qy) = u (Z AP (y) Pj> = Z A?Pj (y) P; donc

22n+2 _ 1

3 A\? (se placer dans une base de vecteurs propres) donc tr (u?) = .
20 sep prop )3 ) = G @t





