CONCOURS ARTS ET METIERS ParisTech - ESTP - POLYTECH
Epreuve de Mathématiques B PC

Durée 3 h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
d’une part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

090

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
Pappréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Tournez la page S.V.P.

Il est interdit aux candidats de signer leur composition ou d’y mettre un signe quelconque pouvant indiquer sa provenance.



Exercice 1

Pour € € R, on pose

0 N o oo

= (Gl i)

. Montrer que 'on a : Vk € N, (Ag)* = Aye.

Donner une interprétation géométrique de ce résultat.
(a) Soit B € M,(R) avec n € N*. Montrer que 'on a: Vk € N, (‘B)* = {(B*).

(b) En déduire que le résultat de 1. est vérifié pour tout k € Z.

Soit p € N*. Déterminer une matrice M de My(R) telle que M? = <(1) _01>

On considere Papplication ¢ définie sur Ms(R) par ¢ (((Z Z)) = (25 g:;)

10 01 00 00
On note E1’1 = (0 0) . El‘g = <0 0) . E2,1 = <1 0) . E2’2 = (0 1) et B la base de
MQ(R) déﬁme par B = (El,I, El,g, E2,1, Eg,g).

Démontrer que ¢ est un endomorphisme de Ms(R).

Donner la matrice C' de ¢ dans la base B.

La matrice C est-elle diagonalisable sur R? sur C?

Que vaut le déterminant de ¢ 7 ’endomorphisme ¢ est-il inversible 7

Soit p € N*. Déterminer un endomorphisme f de Ms(R) tel que f? = o.



Exercice 11

Le plan P est rapporté & un repere orthonormal R = (0, 7, 7 ). On note Fi le point de P de

coordonnées (—1,0) et Fy celui de coordonnées (1,0).

On considére dans P la conique C d’équation z? — y? = 1 et I’ensemble £ des points M du plan
vérifiant d(M, Fy)d(M, Fy) = 1 ot d(M, Fy) (respectivement d(M, F3)) est la distance euclidienne
entre les points M et F) (respectivement F3).

1. (a) Donner la nature de la conique C puis, en déterminer 'axe focal, le ou les sommets, le
centre éventuel et les asymptotes éventuelles.

(b) Représenter C.
2. Soit M un point de P de coordonnées (z,y) dans R. Montrer que :

M e L <= (22 + %)% = 2(z® — ).
3. Préciser les éventuelles symétries de I'ensemble L.

(a) Montrer que, pour 6 € [0, %], p = 1/2cos(26) est une équation polaire de £ dans le quart
de plan z > 0 et y > 0.

(b) Etudier puis représenter L.

. On considere la fonction f définie sur R? par

(S

f(xay) = (xQ - yza 2333/)

En identifiant R? au plan des complexes, on pourra identifier f & I’application qui & un

complexe z associe le complexe 22.

(a) Montrer que I'image de £ par f est un cercle de centre F; et de rayon & déterminer.
(b) Montrer que I'image de C par f est une droite passant par F, dont on donnera une
équation.

6. On note F et G les fonctions définies sur R? par
Fz,y) = (@ + ")’ -2z ~¢*) Glzy)=2"-y* -1

(a) Montrer que les ensembles £ et C possédent des points d’intersections dont on
déterminera les coordonnées.
(b) Calculer le gradient de F et de G.

(c) En déduire qu’en un point d’intersection de L et de C, les tangentes & L et a C sont
orthogonales.

(d) Représenter les ensembles f(L) et f(C). Que remarque-t-on ?

Tournez la page S.V.P.



Exercice 111

On s’intéresse dans cette exercice & la résolution du probleme de Dirichlet suivant :

Etant donné une fonction f, 2m-périodique sur R, on cherche une fonction u définie sur R x R
vérifiant

V(z,y) e RxR%, Au(z,y)=0
Ve eR, wu(z,0)=f(z)

0%u N 0%u

0x2 = Oy?

Une fonction u vérifiant ces conditions sera dite solution du probleme de Dirichlet avec f pour
condition au bord.

avec Au =

On notera 7 le complexe vérifiant 2 = —1.

1. Soient g et h les fonctions définies par g(z,y) = arctan(;7) pour (z,y) € R X Ry et
h(z) = arctan(z) pour z € R. Calculer Ag et vérifier que g est solution du probléme de
Dirichlet avec h pour condition au bord.

2. Soit k la fonction définie par k(z,y) = e*™ pour (z,y) € R x R,.

(a) Vérifier que k est solution du probléme de Dirichlet avec une condition au bord a
préciser.
27 5
(b) Montrer que, pour r € R, e df = 2m (on pourra utiliser le développement en série
entiére de l'exponentielle).

(c) Soient (z,y) € R x R* et r > 0 tel que le cercle de centre (z,y) et de rayon r soit inclus
dans le demi-plan R x R,. Déduire de la question précédente :

il 2m
K&y = %/0 k(z + rcos(f),y + rsin(f)) db.

On se donne, pour toute la suite de Vexercice, une fonction f, 2m-périodique et de classe C*

1l [ .
sur R. On note, pour n € Z, ¢,(f) = = / f(t)e ™ dz les coefficients de Fourier de f.

3. (a) Enoncer le résultat de cours donnant la convergence normale de la série de Fourier d’une
fonction vérifiant certaines hypotheses & préciser.

(b) Vérifier que la série de Fourier de f est normalement convergente.

(c) Soit (z,y) € R x R,. Montrer que la série Z(C_n(f)e_mCc + cn(f)e™)e™™ est

n>0
convergente.



+00

On note alors, pour (z,y) € R x Ry, u(z,y) = Z en(f)emee Iy,

n=-—0o

4. (a) Soit yo € R%. Montrer que la fonction vy, : © — u(z, o) est de classe C? sur R et calculer
sa dérivée seconde.

(b) Soit 24 € R. Montrer que la fonction wy, : y — u(zo,y) est de classe C* sur R et
calculer sa dérivée seconde.

5. Montrer que u est solution du probleme de Dirichlet avec f pour condition au bord.
i .
6. (a) Justifier, pour tout z € R, la convergence de la série Z 5;6"“’ puis calculer sa somme.
n>0

(b) On note h la fonction 2m-périodique et continue définie sur R par

2
S 2—¢i

h(z)

1
Montrer que : Vn € Z, cp(h) = on sin>0etc,(h)=0sin<0.

(c) Calculer la solution du probléme de Dirichlet construite & la question 5, avec h pour
condition au bord (on donnera une expression sans signe somme de cette solution).

7. On revient au cas général et I'on considere (z,y) € R x R} et 7 > 0 tel que le cercle de centre
(z,y) et de rayon r soit inclus dans le demi-plan R x R,. Montrer que la solution u construite
a la question 5. vérifie :

27
e ) = 2%;/() u(z + rcos(f),y + rsin(f)) db.
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