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ESPRIT DE LEPREUVE

Vérifier ches les candidats lexistence des bases nécessaires pour des études supérieures
de management.

Apprécier l'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et Uappliquer
(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

M Sujets

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

M Evaluation
Exercices de valeur sensiblement égales.

M Epreuve
Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, @ mettre en évidence les
principaux résultats, a respecter les notations de 'énoncé, et a donner des démonstrations
completes (mais bréves) de leurs affirmations.
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EXERCICE 1.

(M3(R), +, .) désigne I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 & coeffi-
cients réels.

Deux matrices A et B de M3(R) étant données, on suppose qu'’il existe une matrice
L appartenant a MM3(R) telle que :

L=AL+ B.
On définit la suite de matrices (Uy,)nen de M3(R) de la maniére suivante :

U € M3(R)
VTLEN, Un+1:AUn+B

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :

U, =L+ A"U, — L).

Dans la suite du probléme les matrices A et B sont choisies de telle sorte que :

0 3 3 3 -1 =2
A=-| 46 4|, B=|1 0 -1
-2 35 2 -1 -1

On note :

— Id endomorphisme identité de R?;

— a I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est la
matrice A;

b ’endomorphisme de R?® dont la matrice dans la base canonique est la
matrice B ;

— Im (b) I'image de I’endomorphisme b;

— Im (Id —a) I'image de ’'endomorphisme Id —a.

2. Prouver que le vecteur u = (z,y, z) appartient a 'image de b si et seulement
si:
—r+y+z=0

puis montrer que :
Im (b) = Im(Id —a).

11 0

3. Montrer que la matrice P=| 1 0 —1 | peut étre considérée comme la
11 1

matrice de passage de la base canonique de R? & une base de vecteurs propres

de a.
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4. Ecrire la matrice D de ’endomorphisme a ainsi que la matrice B’ de ’endo-
morphisme b dans cette base de vecteurs propres.

5. Démontrer que, pour tout entier naturel n,
A" = pPD P~

6. En écrivant convenablement D comme la somme de trois matrices diago-
nales judicieusement choisies, prouver l'existence de trois matrices E, F, G
indépendantes de n telles que pour tout entier naturel n :

- 1\" 1\"
v () re ()

Expliciter uniquement la matrice E sous la forme d’un tableau de nombres.

000
7. Déterminer par le calcul, une matrice L' de la forme [0 p ¢ |, telle que :
00 r

L'=DL +B.
8. Montrer que la matrice L = PL'P~! vérifie :
L=AL+ B.

9. Etablir que EL = 0.

10. Montrer que chacun des coeflicients de la matrice U,, a pour limite, lorsque
n tend vers +oo, les coefficients de la matrice EUy + L.

EXERCICE 2.

Partie I. Etude d’une fonction f.

On consideére la fonction définie sur ’ensemble des réels positifs par :

sizx >0

1. Ecrire le développement limité de f(x), a l'ordre 2, au voisinage de 0. En
déduire que f est continue sur [0, +oo] .

2. Montrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f'(0).

A , , ©
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3. Justifier la dérivabilité de f sur I'intervalle |0, +o0o[ puis déterminer la fonc-
tion ¢ telle que :

Ve>0  fl(z) = @J(}ZC)

4. Etudier les variations de ¢. En déduire le tableau de variation de f qui sera
complété par la limite de f en +oo.

Partie II. Etude d’une suite.

On introduit la suite (uy), . définie par :

n

Vn € N* un:/e
1+u

u
n

du.

0

1. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul :
1
up, = —In(n+1).
e
Donner la limite de la suite (u,)pen-
1
2. Prouver l'existence de I'intégrale / f(z)dx.
0

3. Utiliser un changement de variable affine pour montrer que, pour tout entier
naturel n non nul :

n 1

1
< — < .
0\/1+udu un\/f(x)dx

0 0

4. Donner alors un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +oo.

EXERCICE 3.

Soit n un entier naturel non nul. Une entreprise dispose d’un lot de n feuilles
originales qu’elle a numérotées 1,2, ...,n. Elle photocopie ces n feuilles originales
et souhaite que chaque original soit agrafé avec sa copie. L’entreprise programme
le photocopieur afin que chaque original soit agrafé avec sa copie. Cependant, suite
a un défaut informatique, la photocopieuse a mélangé les originaux et les copies.
L’entreprise décide donc de placer les n originaux et les n copies dans une boite.
Une personne est alors chargée du travail suivant : elle pioche simultanément et

A , , ©
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au hasard 2 feuilles dans la boite. S’il s’agit d’un original et de sa copie, elle les
agrafe et les sort de la boite. Sinon, elle repose les deux feuilles dans la boite et
elle recommence.

On modeélise I'expérience par un espace probabilité (2, B, P). Soit T, la variable

aléatoire égale au nombre de pioches qui sont nécessaires pour vider la boite lorsque

celle-ci contient n originaux et n copies (soit 2n feuilles).

On considére ’événement A, : « a issue de la premiére pioche, les deux feuilles

piochées ne sont pas agrafées » et a,, sa probabilité c’est-a-dire que a,, = P (A,) .
1. Calculer a,,.

2. Etude de T5. On suppose dans cette question que n = 2, c’est-a-dire que la

boite contient deux originaux et deux copies.
(a) Montrer que pour tout entier k > 2 : P(T, = k) = (1 — as) (ag) "

(b) Justifier que la variable Sy = T5 — 1 suit une loi géométrique dont on
précisera le parameétre.

En déduire Iespérance et la variance de T3 en fonction de as.

3. Etude de T3. On suppose dans cette question que n = 3, c’est-a-dire que la
boite contient trois originaux et trois copies.

(a) Calculer P (T3 = 2) puis P (T3 = 3) en fonction de ay et a.

(b) A T'aide du systéme complet d’événements (Ag,fg), démontrer pour
tout k > 2 que :

P(T3:k+1):(1—@3)P<T2:I€)+043P(T3:]€)

(c) Montrer que :

Vk>2 P(Tz3=k) = (I —ay)(1~as) [(ag)’“*z _ (a2)k72} _

as — Qs
+o00
(d) Calculer Y " P (T3 = k).
k=2
(e) Prouver que la variable aléatoire T3 — 1 admet une espérance et calculer
E(T3-1).

Donner la valeur de F (T3) en fonction de ay et as.

(f) Etablir que la variable aléatoire T3 (T3 — 1) admet une espérance et
donner sa valeur en fonction de as et as.

En déduire que T3 admet une variance.
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EXERCICE 1

1. On procede par récurrence en posant (H,) : «U, = L+ A"(Uy — L)».
Initialisation n = 0. L + A° (Up — L) = L+ I (Uy — L) = L+ Uy — L = Uy donc (Hy) est vraie.
Heéredité. Supposons (H,,) vraie pour un certain entier n alors

Ui = AU+ B = A(L+A"(Uy~ L)+ B

n

n+1 _ _ n+1 _
AL+ A" (Uy— L)+ B Bt L+ A" (Uy— L)

ce qui démontre (H,1) et achéve la récurrence.

2. Un calcul direct montre que

a x
uw € Imb)eIv=(a,8,7)eR® /| bv)=uesB|B]|=|y
Y z
3a—f-2v=x 1):B8a—pF—2v=x
@ a-v=y & 2):a-v=y
20— —v==z O=—-24+y+=z L3« L3+ Ly— L

= u=(v,y,2)elmb) & —r+y+2=0
Par le méme raisonnement, on a

u € Im(Id—a) < Jv=(a,8,7) €R® / (Id—a)(v)=u

1.1
affﬁf—'y:x
« T 2 22
& (I3-A) Bl=1y]| & gaig,}/:y
gl z 1 1ﬂ+1 B
3777 T TR
1.1
a—f-oy=2
2”7 "3
< 2,2 _
397377V

O0=—-x+4+y+2z L3« L3+ Ly— 1L,
(

= u=(v,y,2)€lm(Id—a) & —z+y+2=0

Par conséquent, on peut affirmer que Im (b) = Im (Id —a) .

11 0 -1 1 1
3. Lamatrice P=| 1 0 —1 | est inversible d’inverse P! = 2 -1 -1 |etonaP'AP=
11 1 -1 0 1
100
1
0 D) 0 | donc P peut étre considérée comme la matrice de passage de la base canonique de R?
1
00 -
3

a une base de vecteurs propres de a. On note (eq, 2, €3) cette base de vecteurs propres c’est-a-dire
er=(1,1,1), es = (1,0,1) et e3 = (0, —~1,1).

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION ECONOMIQUE /
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4. D’apres les formules de changement de base, on a

100 0o o
1
D=pPlAP=|[ 0 5 0 B=rP'BP=|01 -1
1 00 1
00 -
3

5. Puisque A est la matrice de a dans la base canonique, D la matrice de a dans la base (e, e, €3) et
P la matrice de passage de la base canonique & la base (e, ez,€3), on a : A= PDP~!. On procéde
alors par récurrence en posant (H,) : «A" = PD"P~1».

Initialisation n = 0. PD°P~! = PIP~' = PP~' =] donc (H,) est vraie.
Heérédité. Supposons (H,,) vraie pour un entier n alors

A= A"A ) (PD"P~Y) (PDP™") = PD"IDP™' = PD*"' P!

ce qui démontre (H,+1) et achéve la récurrence.

6. Il est immédiat que

1 0 0
0 ln 0 1 n n
A OO
" 2 3
0 0 =
(5)
1 00 000 000
avecE = |0 0 0), FF=(010|, G'=1000
000 000 001
1 n 1TL
AY = PD”’P*I:E+(2) F+(§) G
-1 11
avec E = PEP'=| -1 11|, F=PFP' G=PGP"
-1 11
7. Un calcul direct donne
0 0 0
000 1
I = DU+B & |0 pq|l=|0 32t 3471
1
0.0 r 0 0 grel
~ L
p’%p p=2 00 0
o do=tir ola==2 p_fo2 2
2 3 3
1 r=z 00 =
r:§r+l 2 2

8. Un calcul direct de nouveau :

L = PUP'=P(DL'+B)P*=PDLP '+ PBP™
(PDP ") (PL'P ')+ B=AL+B

FCRICOME
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9. Par calcul, on a
EL =PE'P'PL'P™' = PE'L'P™' = P03P~! = 0s.

Looy /00 0
car /=0 0 0] |0 2 *32 =0,
00/ \oo 3

10. En combinant les questions précédentes, on a

U, = L+A"(Uy—L)=L+ <E+ <§) F+ <§> G) (Uo—1L)
\" \"
=0
Si on note
o a/ a//
L+EU,= |8, FU-L=|[8], GU-L)=|p"
gl Y v
o o o o
O+ —+ — at+ -t —
ﬁTIL 57/1/ 25/ %// nteo
alors U,, = B+ o+ o et il est immeédiat que Bt -+ — B
%// ,ylf ?Y/ /§/II nteo
LT LT

EXERCICE 2.

Partie I. Etude d’une fonction f.

1. En utilisant le développement limité & ’ordre 3 de exp, on a :
2

1_<1__/L-+(I)2+(I)3+0($3)>
flz) = :1*7x+6,r +0(.1:2)H1

z:O €T x—0 2 z—0

Ainsi lir% f(x) =1 = f(0) donc f est continue en 0. En outre, elle est continue sur R (comme
T
quotient de deux telles fonctions dont le dénominateur ne s’annule pas) donc elle est continue sur
R;.
2. En utilisant la question 1, on a

f@) = f0) _ f@-1 _ 1 @

= ) —
x—0 x z—0 2 6 z—0 2

1
donc f est dérivable en 0 et f'(0) = —3

3. La fonction f est dérivable sur R% (comme quotient de deux telles fonctions dont le dénominateur
ne s’annule pas) et on a
er—(1—e™) e*z+1)-1

Vo >0, fl(z)= e = g

donc p:x—e"(x+1)—1.

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION ECONOMIQUE /
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4. La fonction ¢ est dérivable sur Ry (comme somme et produit de telles fonctions) et on a
Vo >0, ¢'(z)=—ze* <0

La fonction ¢ est décroissante sur R, et ¢(0) = 0 donc la fonction ¢ est négative sur R,. Par

conséquent la fonction f’ est aussi négative sur RY donc f est décroissante sur R*. En outre, on a
lirf f(z) = 0 (numérateur tend vers 0 et dénominateur vers +00).

Tr—+00

Partie II. Etude d’une suite.

1. Un calcul direct nous donne

Yu € [0,n], e T A
n n exp,/!
Iiu/n 1 n /7% n 1
= c > el = ;du > [eh du
14u>0 1 4+ u 1+uo<n f 14+u 14+u
0 0

_ In(n + 1)

S u = e 1ln(1+u)]g:f.

(via la croissance de Uintégrale et le fait que lintégration se fait selon les bornes croissantes). Etant
In(n+ 1)

e n—+o0

400, on peut affirmer que u,, — +oo.

donné que
n—-+oo

1

2. La fonction f est continue sur le segment [0,1] (cf. I.1) donc lintégrale / f(z)dx existe.

3. En utilisant la linéarité de l'intégrale, on a :

n

! " 1— —u/n
/ du — u, = / —c du.
14+u 14+u
0

0

—_— —m—m——
Etant donné que
u u
Yu € [0,n], —20=-—<0 = el =1
n n exp,/

I SR KA
< U U
1+u>0 1 + u 14uo<n ) 14w ) 1+u
0

U du
D’autre part, en posant le changement de variable z = — dans l'intégrale J,,, on a do = — < du
n

n
ndx, quand u = 0 alors = 0 et quand u = n alors x = 1 donc

1
l—e™ 1—e™
Jn*/f(m)dl’ = O/(1+mc T >dT

0

ce qui permet de conclure.

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION ECONOMIQUE /
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n 1
1
4. Puisque /1 n du=[In(1+u)]y =In(n+1) et si on note I = /f(x)dx qui est un réel, 'inégalité
u
0 0
précédente nous permet d’écrire :
0 < mn+1)—u,<I&0<1 Un 1
X nn —Up X X - X
In(n+1) = In(n+1)
—_——

0

—
n—-+o0

. /u'Vl . ,LLTL
= 1 l-—— | =0& 1 ——=1lsu, ~ 1 1
niTm < In(n + 1)) nirfw In(n +1) “ n—-+o00 n(n+1)

EXERCICE 3.
1. L’événement A, est réalisé si et seulement si les deux premiéres feuilles piochées soient agrafées.

n
Pour cela, on sélectionne un original parmi les n possibles (<1> choix possibles) et sa copie (aucun

2/
choix). Etant donné que 'on pouvait piocher 2 feuilles parmi 2n possibles (( ;) choix possibles),

on obtient :

= Qy

(1)

— 1 n 1 2n — 2

1_anP(A")<2n>2n(2n1)2n—1 -1
2 2

2. Pour tout entier k£ > 1, on désigne par By 1’événement «tirer un original et sa copie a la k-iéme
pioche».

(a) Pour tout entier k > 2, on a :
P(Ty=k) = P(BiN..NBy2NBy_1NBy)
k—2 facteurs
= P (B) x P5;(B2) % -+ X Py 50 5 (Br-2)

X Pz Bin B (Bre=1) X P v 50m, . (B)

k—2 facteurs

P S .
= @ xagx - xax (1—as)x1=(a)" 2 (1 —ay)

(b) Pour tout entier k > 1, on a
P(Sy=k)=P(Ty=k+1)=(a)" " (1-ay)

donc S, suit la loi G (1 — as) donc S, admet une espérance et une variance donnée par :

1 1
E(Sg) = 17a2<:>E(T271)—17a2
1 1
— w2 - w2
ag az az
V(S) = —2 S aV(h-1)=—2 S sV (h)=—2.
(52) (e VB V=gT eVl =g

2
Etant donné que ay = 3 on en déduit que F (1) =4, V (Tz) =6.

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION ECONOMIQUE /
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3. On conserve les notations de la question 2.
(a) P(T3=2)=P(0) =0,
P (T3 = 3) = P(Bl n B2 n Bg) = p(Bl)pb’l (Bz)p31m32 (Bg) = (1 — (,Lg) (1 - (lQ) 1= (1 — (13) (1 — (12)
(b) En suivant 'indication de I’énonce, on a :
PT3=k+1) = P(Ty=k+1NA;)+P(T3=k+1N4;)

= P(A) Py, (Ty=k+1)+P (&) P (T =k+1)
asP (Ts = k) + (1 — ag) P (Ty = k) .

En effet, Py, (T3 = k + 1) est la probabilité de vider la boite a la k + 1-iéme pioche sachant que
la premiére pioche n’a pas permis d’agrafer deux feuilles. Autrement dit, a I'issue de la premicre
pioche, il faut vider la boite (qui contient toujours 3 originaux et 3 copies) en k pioches donc
cette probabilité vaut P (T3 = k).
D’autre part, Py (T3 = k + 1) est la probabilité de vider la boite & la k + 1-iéme pioche sachant
que la premiére pioche a permis d’agrafer deux feuilles. Autrement dit, a l'issue de la premiere
pioche, il faut vider la boite (qui contient alors 2 originaux et 2 copies) en k pioches donc cette
probabilité vaut P (T = k).

(¢) On procede par récurrence sur k.
Initialisation k = 2 alors P (T3 = k) =0 et

(1 - (1’2) (1 - (1’3) [((13)272 _ (0/2)272] _ (1 — (l2) (1 — (l3) [

ag — a2 ag — a2

1-1]=0

donc linitialisation est justifiée.
Hérédité. Supposons la propriété vérifiée au rang k alors

P(Ty=k+1) = asP(Ts—=k)+(1—as) P(T> = k)
0T E 20 [ (07 4 (1~ ag) 02) 21— )
U=l o [0~ 0] + (o5 — 00) (0 )

(1 —a3) (1~ ar) {0 = (@)}

az — ag
ce qui démontre la propriété au rang k + 1 et achéve la récurrence.

d) En utilisant la convergence de la série q" quand |¢| < 1 et en tenant compte que sa somme
g

n

1
vaut ——, on obtient :
1—g¢

Sp-y - (owie) *f[ )]
k=2 a3 — 2 k=0

_ (17&3 17(12
N asg — asz 17(13 17(12

(17(13 17(12 a9 — ag -1
az — Qg 17(1,3 17(12) n

EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION ECONOMIQUE /
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(e) Etant donné que la série Z nqg™! converge quand |q| < 1 et en tenant compte que sa somme

n

1 L.
vaut W7 on peut affirmer que les séries
S @ = Yol
k>2 st
k- o e
k>2 = n>1

sont convergentes donc la série
1—a3)(l—
U= 0202 ) (09)* = (02)*?) = 30 (k= D) P (T = k)
s — 2 k>2 k=2

est aussi convergente. Par conséquent, d’aprés le théoréme de transfert, la variable T3 — 1 admet
une espérance donnée par :

E(T;—1) =k) = (A—ay) (1 —ay) Z(k —1) ((as)k—z _ (az)k—z)

as — az 2

Il
=
|
=
e
&3
I
>~

= L) 5 () - () G=k )
(1—a3)(1—ay) ( 1 1 )

a3 — as (1 —a3)? a (1—ay)?

E(Tg):1+(1*“3)(1*a2)( 1 )

az — ay (1-a3)* (1-an)’

(f) Avec le méme argumentaire que précédente, en utilisant également la convergence de la série

(1—q)?

n
utilisant le théoréme du transfert, la variable T3 (T3 — 1) admet une espérance donnée par :

Zn(n — 1)¢"% quand |q| < 1 et en tenant compte que sa somme vaut ainsi qu’en

E(Ty(Ts—1)) = > k(k—1)P(Ty=k)

(1—as _ )
_ 753_% Ek 1 ( — (@) )
_ (1fa3>(1—a2>( 2 ) )

a3 — as (1—az)? a (1—ay)?

En particulier, on est assuré de 1'existence de I’espérance pour la variable T3 (T3 — 1) = T32 —T;.
En outre, la variable T3 admet une espérance donc la variable (7% — T3) 4+ T3 = T% admet une
espérance ce qui prouve que 73 admet une variance.
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RAPPORT

Rappelons quelques faits importants :

e Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d’en comprendre
la problématique et de hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors au candidat
d’aborder le sujet par les exercices (et / ou les questions) qui lui sont les plus
accessibles.

e Une copie soignée est appréciée.

e Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux du cours est un pré-
requis indispensable & la résolution correcte de nombreuses questions d’un sujet de
mathématiques.

e Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la véri-
fication, ou au minimum le rappel, des hypothéses nécessaires & I’application d’un
théoréme utilisé forment une part extrémement importante de la note attribuée a
toute question.

e Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux
résultats proposés.

e [’aménagement des calculs et des raisonnements afin d’obtenir impérativement les
résultats proposés est fortement sanctionné.

Avec une moyenne de 10 et un écart-type de 5,6, cette épreuve a permis une sélection
tout a fait satisfaisante des candidats.

COMMENTAIRES PARTICULIERS
EXERCICE 1

1. Bien traitée par I'immense majorité des candidats.

2. La définition de I'image d’un endomorphisme est mal comprise par une large part
des candidats. Beaucoup de candidat se raménent a 1'équation b(x) = x (valable
si b est un projecteur ce qui n’est pas le cas ici) ou b(xz) = 0 (confusion avec la
recherche du noyau). Lorsque la question est correctement abordée, il y a générale-
ment 'oubli récurrent de l'inclusion réciproque (ou de ’égalité des dimensions)
pour prouver ’égalité de deux ensembles.

3. Un certain nombre de candidats vérifient seulement que les vecteurs colonnes de
la matrice P sont des vecteurs propres : il fallait encore justifier correctement que
ces vecteurs forment une famille libre maximale et donc une base. Peu d’étudiants
notent au passage que A est diagonalisable.
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4. Généralement, le calcul de D et B’ est fait via les images par a et b des vecteurs
propres de la base.

5. Attention a bien justifier dans la phase d’hérédité que A = PDP~! si on ne I’a
pas fait auparavant.

EXERCICE 2

Partie I. Beaucoup de candidats partent d’'un DL d’ordre 2 sur I’exponentielle ce qui
est insuffisant compte tenu du quotient par z. Ils ne pensent pas ensuite a effectuer les
modifications nécessaires pour donner le DL a 'ordre 2 de f.

Le reste de la partie est souvent bien traité.

Partie II.
1. Elle est souvent abordée par une récurrence ou une intégration par parties. Cette

derniére méthode qui rameéne & un probléme de positivité d’une nouvelle intégrale
qui n’est pas bien traitée en général.

2. L’existence de l'intégrale est souvent correctement traitée, il suffisait d’invoquer la
continuité de la fonction considérée sur le segment [0, 1].

3. Question correctement traitée lorsqu’elle est abordée.

4. Lorsque I’équivalent est deviné, peu de copies fournissent une justification correcte.

EXERCICE 3

1. Il y a trés peu de réponses correctes en raison de fréquentes difficultés & dénombrer.

2. (a) Les candidats se contentent souvent d’une réponse en « frangais ». L’utilisation
d’événements élémentaires et le théoréme des probabilités composées sont
rarement mentionnés.

(b) Elle est correctement réussie par les candidats.

3. (a) Le résultat correct est trop peu souvent obtenu.
(b) Question rarement traitée.
(¢) Un nombre insuffisant de candidats utilise le principe de récurrence.

d,e,f Lorsque les calculs sur les séries sont abordés, ils le sont généralement cor-
rectement.

@)
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