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ESPRIT DE L’EPREUVE

B ESPRIT GENERAL
Vérifier chez les candidats I'existence des bases nécessaires pour des études supérieures

de management.

Apprécier I'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et I'appliquer

(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

Exercices de valeur sensiblement égale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence
les principaux résultats, a respecter les notations de I’énoncé, et a donner des

démonstrations complétes (mais breves) de leurs affirmations.
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Exercice 1
Les deur parties de cet evercice sont indépendantecs.

I - Une loi exponentielle et une suite

1. Une loi exponentielle.
Soit X une variable aléatoire réelle qui suit une loi exponentielle de paramétre 1.
(a) Donner une densité de X et rappeler les valeurs de Pespérance et de la variance de la variable
aléatoire X.
(b} Redémontrer que la fonction de répartition de la variable aléatoire X est la fonction F définie pour
tout réel T par : F{r}:{ 0 siz<,

1—e™ sizz0
2. Etude d’une suite. ¢ S

On considére la suite (u, ),z définie par u; = 1 et pour tout entier naturel non nul n par : u,; = Flu,).
(a}) Montrer que pour tout réel z @ e* zx + 1.
Montrer que "égalité a lieu si et seulement si = = 0.
(b} Montrer que pour tout entier naturel n non mul, on a : u, = 0.
(c) Recopler et compléter le programme SCILAB suivant qui permet de représenter les cent premiers
termes de la suite (u, )az @
U
[N D]
for m

zaros (1 ,100)
1
1 99
U{n+1)

and
plot(U,"+"}

(d) Le programme précédent complété permet d'obtenir la représentation graphique suivante :

Lo

09
0
07
+
0B
0.5 o
+
.4
|l *
il *
+
+
2
] .
. M
o — T : — T T T
1] 1 2o in 41 &0 ED ) -0 50 1040
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(2) Etudier la monotonie de la suite (g )z
(f) En déduire que la suite (i, )pz est convergente et déterminer sa limite.

(g) A l'aide de la question 2{a), montrer successivement que pour tout entier naturel n non nul :

" 1 1
= 21+ —.

ot
14+ uy, U1 .

Untl =
(h) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul :

U, =

2l

(i} On modifie le programme écrit en question 2(¢) en remplagant la derniére ligne par :

X = 1: 100
S = cumsum ()
Y = log(X)

plot2d(X,5)
plot2d(X,¥Y)

Le programme ci-dessus permet d’obtenir la représentation graphique suvante :

+ + ¥eosur-ligne 5
Wecteur=ligne Y

#
14
4+

S

+
+
+
+

(Cjue représente le vecteur-ligne 57
Cluelle conjecture pouver-vous émettre sur la nature de la série de terme général u, ?

(i} A Vaide de la question 2(h), établir la nature de la série de terme général u,.
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IT - Une fonction et une variable aléatoire 4 densité

] a0,
o |

e T @mx =

Soit g la fonction définie sur B par :

1. Etude de la fonction g.
(a) Montrer que g est dérivahle sur | — ao, 0] et sur |0, +oof. Est-elle continue en 07 Est-elle dérivable
en 07
(b} Donner le tableau de variations de g sur [0, 400 (on précisera la limite de g en +o0).
{¢) Etudier la convexité de g sur |0, +oal.

(d} Donner Mallure de la courbe représentative de la fonction g sur R.
O précisera avec soin cette allure au voisinage du point d'abscisse 0 de la courbe. On rappelle que

e e 0,87
2. Etude de variables aléatoires.
(a) Montrer que la fonction g est une densité de probabilité.

Cn note Y une variable aléatoire dont une densité est la fonction g, ot dont la fonetion de répartition est
notée (7,

(b} Sans caleul, justifier que la fonetion & est de classe C!oaur R
{c] Montrer que pour tout réel x,

o 0 sir 0,
Glz) { l-e*(1+x) sizzl

(d) Montrer que la variable aléatoire ¥ admet une espérance, que 'on caleulera.
3. On considére la variable aléatoire 7 = Y.

(a) Déterminer la fonction de répartition notée H de la variable aléatoire 2.

(b} En déduire que Z est une variable aléatoire 4 densité et déterminer une densité de Z.

{c) La variable aléatoire # admet-elle une espérance 7
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Exercice 2

On désigne par Mz(R) l'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients réels. Pour toute matrice A £
Ma(R), on considére I'application ¢4 qui & toute matrice M € Ma(R) associe le produit AM.

I - Premiers résultats sur ["application ¢4 et la matrice A

1. Montrer que ¢4 est un endomorphisme de Afa(R).

2. Montrer que si I'endomorphisme 74 est bijectif, alors il existe une unique matrice N € M2(R) telle que
AN = I, ol I3 désigne la matrice identité d'ordre 2.

3. Montrer que 'application 4 est un antomorphisme de Ms(R) si et seulement si la matrice A est
inversible,

IT - Un exemple

. . . 1 2
Dans cette partie et uniquement cette partie, on pose A ( 0 —1 )

On note B = (Eyy, Eya, Eg, Es) la base canonique de Ma(R) avec :

. 1 0 . 01 . 00 . o0
hl(DD):hz(DG):hl(1ﬂ):h3(01)

1. Justifier que la matrice A est diagonalisable.

2. Montrer que la matrice de 'endomorphisme 4 dans la base B est :

3. Préciser les valeurs propres et une base de chague sous-espace propre de 'endomorphisme 4 4.

4. L'endomorphisme 4 est-il diagonalisable 7

ITI - Dautres résultats sur 'application 4 et la matrice 4
On désigne par Mz ;(R) l'ensemble des matrices colonnes 4 2 lignes.

1. Soit un réel A tel qu'il existe une matrice M € Maz(R) non mulle vérifiant :

walM) = AM.

Montrer par un raisonnement par absurde que la matrice 4 — AMs n'est pas mmversible.
2. Soit un réel p tel qu'il existe une matrice X' € My (R) non nulle vérifiant AX = uX.

On note X (;)*‘1 (i 2,).}‘-." (; g)etﬂ.” (g ;)

Montrer que N et N’ sont des vecteurs propres de 'endomorphisme 4 associés 4 la valeur propre p.
3. Comparer le spectre de I'endomorphisme 4 et le spectre de la matrice A.

4. Montrer que si la matrice A est diagonalisable, alors I'endomorphisme 4 est diagonalisable.
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Exercice 3

Dans tout cet exercice, NV désigne un entier naturel supérieur ou égal 4 3.

On dispose de dewux urnes opaques [ et Uz, d’apparence identique et contenant chacune N boules indiscernables
au toucher,

L'urne U7} contient (N — 1) boules blanches et une boule noire.

L'urne Uy contient N boules blanches.

I - Une premiére expérience aléatoire

On effectue des tirages sans remise dans M'urne 07, jusqu'a I'obtention de la boule noire.
On note X la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de tirages nécessaires pour 'obtention de la
boule noire.
(On notera pour tout entier naturel i non nul :
o NN; I'événement « on tire une houle noire lors du i-iéme tirage =.
s B; 'événement « on tire une boule blanche lors du i-iéme tirage =».
1. On simule 10000 fois cette expérience aléatoire,

Recopier et compléter le programme SCILARB suivant pour qu'il affiche I'histogramme donnant la fréquence
d’apparition du rang d’obtention de la boule noire :

N = (' Donner un entier naturel non nul’)
8 = zoroe(1,N);
for k = 1 : 10000

]

i=1;
M =N ;
while ______ __________
i=1i+1;
M= ___________ H
end

8(i) = 8¢i) + 1 ;
end
disp(3 / 10000}
bar(s / 10000)

2. Om exécute le programme complété ci-dessus. On entre 5 an clavier et on obtient I"histogramme suivant :

a2

1 F E] F] [5

Cuelle conjecture pouvez-vous émettre sur la loi de la variable aléatoire X 7
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Pour les questions suivantes, on revient au cas général oun N = 3.
3. En écrivant soigneusement les événements utilisés, caleuler P{X = 1), P{X =2) et P(X = 3).
4. Déterminer la lol de la variable aléatoire X .

5. Préciser le nombre moven de tirages nécessaires a I'obtention de la boule noire.

IT - Une deuxiéme expérience aléatoire

On choisit une des deux urnes au hasard (chague urne a la méme probabilité d’étre choisie) et on tire dans
I'urne choisie une par une les boules sans remise jusqu’a étre en mesure de pouvoir connaitre 'urne choisie,

On note ¥ la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de tirages ainsi effectuds,
On note :

e (] I'événement « on choisit I'arne L7 .
s (5 I'événement « on choisit 'urne Uy =

1. Montrer que pour tout entier j € [1,N] :

. 1
P, (¥ il E
2. Caleuler Poy (Y = ) pour tout entier j < [1,N].
(On distinguern les cas =N et 1 i N-1)
3. Montrer que : |
— g je[1,N-1]
PY =7) ?‘"” ]
3 + N g j=N

4. Caleuler l'espérance de Y.

ITI - Une troisiéme expérience aléatoire

On effectus une succession infinie de tirages avec remise dans 'urne U7, On admet qu'on obtient presque-
slirement an moins une boule blanche et au meins une boule noire lors de ces tirages.

On note T la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de tirages nécessaires jusqu’a 'obtention d’aun
moins une boule noire et d’an moins une boule blanche.

On note L7 la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de boules blanches tirdes jusqu'a 'obtention d’aun
moins une boule noire et d’an moins une boule blanche.

Par exemple, =i les tirages ont donné successivement : noire, noire, noire, blanche, blanche, noire,. .., alors T = 4
ot I = 1.

1. Préciser les valeurs prises par T
2. Montrer solgneusement que pour tout entier k = 2,

o LN\ N1 1
rr-n-5(5) +F ()

3. Montrer que la variable aléatoire T admet une espérance que 1'on calculera.
4. (a} Caleuler P(|I7 = 1N [T =2]).

(b} Caleuler P{|I7 = 1]N [T’ = k]) pour tout entier k = 3.
Soit § un entier tel que j = 2.

(a} Caleuler P{|U/ = 71N [T = 7+ 1]).

ib) Que vaur P(|I7 = N [T = k|) pour tout entier k =z 2 tel que k # j+17
6. Les variables aléatoires T ot [7 sont-elles indépendantes 7
Caleuler P{IV = 1) puis déterminer la loi de [7.

F.'I

=1
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Exercice 1

I - Une loi exponentielle et une suite

1. (a) Une densité de X est, par exemple, la fonction f donnée par :
) 0 siz=<0
Yy e H
r €R, fiz) { e msrzl
On sait alors que E(X) = 1et V(X) = L

T
b} Pour tout = € B, on a : F(x) f fit)dt = X < =).
(= =]
T

esir< ona: Flz) [ Oddt = 0.

4 —oo
e s5ir 20, puisque f est nulle sur | — oo, 0, on a:

Fiz) [f[f_‘_ndt rﬁ‘.ﬂ [—nf] 1—-e=
4 —po 40 o

Pour = € R, notons p{z) = e —x— L.
La fonction i est dérivable sur R et : ¥z € B, /() = ¢ — 1. De plus,

=]

(a

izl ef—120= T2zl x 20

La fonetion ¢ est done croissante sur [0, +ocf et décroissante sur | — ac, ). Puisque »(0) = 0, on en
déduit alors le tableau de variations de o :

T —00 0 foo
o fo0
o{x) \ /
T .
-
0
[¥aprés le tablean précédent, on a alors : Ve € R, w(z) Z 0, et » s'annule une et une seule fois (en 0).
Au final :
YreR, ec2x+1 et eE=r+le=z=1

(b} La fonction F étant définie sur R, la suite (u,) est bien définie par récurrence.
Montrons par récurrence que : ¥n = 1, u, = 0.
s [Vaprés Pénoncé, w; = 1, done u; = 0.
s Soit n = 1. 5i on suppose que i, = 0, alors e ™ < 1, ol uye; =1 — e 4= =1,
« Par récurrence, on a bien que : W = 1, g = 0.

0 = zeros(1,100)
oiiy = 1
for m =1 : 99
U{n+1) = 1-exp(-U(nl))
end
plot(U,"+"}
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id} I¥aprés le graphique obtenu, la suite (uy,) parait décroissante, et de limite mualle.

() Soit n = 1. On a alors :

Unsl —Up =1 —e ™ —tp=1—&"™ -y =—(e™ — (—up) — 1) = —p(—un) £ 0

La suite (ur) est done bien décroissante, ce qui confirme la conjecture de la question 1d.

{f} La suite (uy,) est done décroissante, et minorée par (), done elle converge vers une limite finie £
Puisque ¥n M, w4 Fiug), avec F' continue en £, par passage & la limite dans 'égalité, on
obtient £ = F({), i.e. g(f) =0, ie. £ =0
La suite (ty) est done bien convergente et admet 0 comme limite.

(g) Soitnz1.0Ona:

i, Uy, 1 1 .
— l—g ™ — —— - =0 (care“= =1+
L s l+un l+un e*= " ( = 2T
On a done bien u,.; = i 1“ et par passage i l'inverse (les denx membres étant strictement
Up
positifs) :
1 1+u 1
= Fin 4 2
[T Uy, Uy,
On a donce blen montré successivement que :
1 1
Wzl tny 2 n et £1+—
1 1 un u‘ﬂ{l u:l!

1
11 - 1
e Soit n z 1. 5i on suppose que #, = —, alors — £ n, d'ol (d'aprés 2g)
n in
1

i - —_—
nil;ﬂfl

(h} » Dfaprés I'énoncd, wy = 1, done wy Z

# n+ 1, et on obtient

-

Un+1

. . 1
s Par récurrence, on a bien que : W 2= 1, u, = —.
n

Le vecteur-ligne 5 contient les sommes partielles de la suite (u,), i.e. contient les valeurs de la suite
[8r) définie par :

n
Ymz=l, 8, Z 1
=1
[Vaprés le graphique, il semblerait que (S,) diverge vers oo (ear il semblerait que S, = In(n) pour
tout n 2 2), ainsi, la série de terme général u,, semble diverger.

(i} I¥aprés la question 2(h), on sait que : ¥n 2= 1, u, = —. Or, la série de terme général — diverge (série
n

de Riemann), donc par critére de comparaison pour des séries i termes positifs, la série de terme
wenéral u, diverge.
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IT - Une fonction et une variable aléatoire &4 densité

1. Etude de la fonction g.
(a) La fonction g est dérivable sur | — eo, 0] car elle est constante (nulle).
La fonction g est dérivable sur |0, oo en tant que produit de composées de fonctions dérivables.
De plus, on a lim giz) = lim g(z) =0, donc g est continue en 0 (et on a g{0) = 0)
=0 T

Enfin, on a :
Y =0, g(z) — 9(0) = g(z) =& — 1
r—10 T o
at 0
vr<o, ID 790 _,
I—C' =l

La fonction g n'est done pas dérivable en 0 (mais g est dérivable & droite et & gauche).
ib) La fonction g est dérivable sur |0, +ec]etona: ¥Vr = 0, giz) = e —ze™™ = ¢~ (1 —z). La fonction
g est donc croissante sur |0, 1] et décroissante sur |1, +ool.
L]
De plus, d'aprés les croissances comparées usuelles, li]IL glx) = lir_n = (. On en déduit ainsi

le tableau de variations de g sur [0, 4o :

T 0 1 +o0
]
g(x) // \\
0 0
{c) La fonction g est deux-fois dérivable sur |0, +co[ (car g est dérivable) et on a : ¥z = 0,g"(z) =
- 5l—r)—e*=¢e=(r—2).. On a alors :
Y = 0, Fr)zle=e -2 20e=x22
La fonction g est donc concave sur |0, 2] et convexe sur |2, +oo| (peint d'inflexion au point d’abs-
cisse 2}.
(d)
-
0.5 4
T T T T T T T T T T T 1
-2 o 1 z 3 4 3
o .

ANNALES DU CONCOURS ECRICOME PREPA 2015 : EPREUVE MATHEMATIQUES ECONOMIQUE - PAGE 11

Les sujets et corrigés publiés ici sont la propriété exclusive d’ECRICOME. Ils ne peuvent étre reproduits a des
fins commerciales sans un accord préalable d’ECRICOME.



ONCOURS
FCRICOME
PREPA

APRES
CLASSE PREPARATOIRE

2. Etude de variables aléatoires.

(a}) La fonction g est continue sur B (elle est dérivable sur B* donc continue sur B* et continue en 0
d'aprés 1{a)). De plus, on a clairement que : ¥= € R, g'i(z) = 0. Enfin :

oo oo
f g(x)dr [ e "=EX]=1
Jo

{= =]
oil X est la variable aléatoire définie dans la partie 1 (de loi exponentielle de paramétre 1).
Ainsi, g est bien une densité de probahilité,
(b} La fonction g, densité de ¥, étant continue sur R, la fonction & est une primitive de g, done est
nécessairement de classe O sur B

(¢} On a pour tout réel = :

Gx) f alt)dt
e si z <0, an a G{x) [ Odt — 0

x I T
e siz 20, an a G{x) [ o(t)dt f g(t)dt f te~tdt.
J—oa o o
On procéde & une intégration par parties en posant, pour £ € [0, 2], u(t) = &, u'(i) 1Lv'(t)
et u(t) = —e~t. Les fonctions u et v étant bien C! sur [0, 7], on a :

I

G(x) [— te ’]

On a donc bien finalement que :

I
+[e‘di —re T+1l—eFT=1—-e"F1l+zx)
o 0

s x = 0,

. 0
Yre R, Giz) {I—EII:I’rI] sirz0.

Do Do
(d} On regarde si l‘im.égmlef tg(t)dt converge ahsolument, i.e. si l'intégrale f t2e~tdt converge.
oa o
Or, on reconnait ici £{X?) o X désigne la variable de loi exponentielle définie dans la partie 1, done

Y admet bien une espérance, et on a :
EY)=EXH=VX)+(EX)P=1+1=2

3. (a}) Remarquons déja que Y(£2) < [0, +oc|, puisque g est nulle sur | — oo, 0. On a done {82} C [1, +oof.

e Sir<l,onaH(z)=PZ<z)=0
2 Sirzl,ona H(z)=PZ € z) = Ple¥ £1x)=PY <n(r)) =G{lnfx)) l—m
T
On a done :
0 slral,
YreR Hix) r—1—Infz) e
T

(b} Remarquons que la fonetion H est continue sur B (elle Pest clairement sur B {1} et elle l'est en 1),
et elle est de elasse C' an moins sur B {1}, ce qui est suffisant pour assurer que Z est une variable
aléatoire i densité,

Par exemple, une densité i de & est donnée par :

0 sor 1, 0 glrl
WreR, hizr) (1-1z—(z—1-In(z)) In(z)
3

T T

r = 1. glx =1,
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= I, T2 In(t)
tx hit)dt converge absolument, i.e. si 'intégrale f +4ﬂ CONVETZE,

() On regarde si l‘intég‘ralef
1

—Do

In(f 1 . L Fem . .
Or, pour £ z e, on a % = 7 et on sait que Pintégrale f ?ﬁ diverge, donc par critére de com-
1

) ) . . +2 In(t) ) e X
paraison de fonctions positives, I'intégrale f +’Idt diverge. Ainsi, & n'admet pas d'espérance.
1

Exercice 2

I - Premiers résultats sur I'application 4 et la matrice A
1. Par définition, p, est une application de AMa(R) dans AMo(E). De plus, on a :
WM, M2 € M2(R), YA € R, palAM1+ Mz) = A(AM1 +Mz2) = AAM1 + AM2 = Ap(M1) + o Mz)

donc 'application 4 est bien linéaire.
L'application 4 est ainsi un endomorphisme de Ada(R).

(5=

. 8i Papplication 4 est bijective, alors toute matrice de Ma(R) admet un unigue antécédant par 1'ap-
plication 4. En particulier, la matrice identité J» admet un unique antécédant WV £ Ma(R) tel que
WallN) =1o, e, AN = Iy,

3. 8i @, est un antomorphisme, alors 4 est bijectif, done il existe une matrice N telle que AN = I3, ce qui

signifie par définition que A est inversible.

Réciproquement, si A est inversible, alors :

WM € Ma(R), galM)=0+= AM =0 += A L {AM)=A"10e= M =0

done Ker{y ) = {0}. L'endomorphisme 4 est donc injectif, done bijectif {endomorphisme en dimension
finie) et 4 est alors un automorphisme de Ma(R).

I - Un exemple

1. La matrice A est triangulaire, done on lit ses valeurs propres directement sur sa diagonale : Sp(A)
{-1,1}. La matrice A étant d'ordre 2 et admettant 2 valeurs propres distinctes, la matrice A est alors
diagonalisable.

2. On calcule w(Ey 1) = Eq 1, w(E13) = Eyo, w(Eag) = 2E 1 — Eaj et @(Eas) = 2E1 2 — Fas. On en déduit
la matrice de 4 dans la base B :

10 2 0
T 01 0 2
00 -1 0
o0 o0 -1

3. La matrice T' est triangulaire, donec on lit ses valeurs propres directement sur sa diagonale : Sp(T')
{—-1,1} = Spliwa).

I
Pour la valeur propre 1, en notant X f on a
£
T+ 2= T T
TX =X = y+2t Y = r=t=0+= X Y
—= z 0
—& t 0
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1 0
- . ] 1

On a alors E,(T") = Veet 0 0 , done
0 0

E1(pa) = Vect(Eyy, Ey 2) |

et la famille génératrice obtenue étant clairement libre, c’est une base de Fy(ga).

()
Pour la valeur propre —1, en notant toujours X ¥ 1 onac:

42z —F —z
TX =X { YT =-u -:=:-{I TF e X -t
) ) —z —z y=—t ) x
—i —i t
-1 ]
e . 0 -1
On aalors E_(T') = Vect ) . 0 , done
[] 1

E 1-:.:::'_4_} 1"I?f.'f-':'—f'.-]:'|_ 1 f'.-z:'l,—f'.-[:z t f'.:'_r:2]|

et la famille génératrice obtenue étant clairement libre, c’est une base de E_;{p4).

4. Puisque ip4 est un endomorphisme de M2(R), de dimension 4, et qu'ici dim({E;(p4)) + dim({E_;(@a))
2+ 2 =4, pa est done bien diagonalisable.

III - IDVautres résultats sur application ¢4 et la matrice A

1. On sait par hypothése qu'il existe A réel et M une matrice non nulle telle que :
walM) =AM = AM =AM = (A-AL)M =0

Si la matrice A — AJ; était inversible, il existerait alors une matrice B telle que B(A — Als) = Is, et alors
Fidentité précédente donne :

BA-AM;)M =B0= M =0 ce qui est absurde

On a donc nécessairement A — Az non inversihle.

c d
A a b\ z\_[px az +by = pz
AX =puX ::-(l’_‘d)(l-r) (}IHJ:}{FT}dﬂI’ HY

N : . . ar+by 0° px 0
A E N es N a:alN) Al
La matrice N est non nulle, et on a @ @wa(N) = AN ( cytdy 0 J ( wy 0

2. On suppose que AX — uX pour A ( o b ) et X ( ; )X # 0. On a donc :

) pN. Ainsi, N est

un vecteur propre de ¢4 associé i la valeur propre p.
De méme, N' 'est un vecteur propre de 4 associé i la valeur propre g.
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3. D'aprés la question 1, si A € Sply4), alors A — Als n'est pas inversible, done A £ Sp(A).
[Vaprés la question 2, si g € Sp(A), alors g est également une valeur propre de @a.

Par double inclusion, on a done montré que :

Splpa) = SplA)

4. Supposons que A soit diagonalisable, alors il existe une base (( ? ) . ( j" )) de Mo (R) formée de
i iz

L. . i i ry 0 . 0 =z i
vecteurs propres de A, [Vaprés la question 2, les quatre matrices [Vy ( l-f] 0 ) N ( 0 T; ) ,Na
1 in

e 0 . 0 =z . . .
( ﬁz 0 ) NG ( 0 ; ) sont 4 vecteurs propres de 4 dans Ma(R). La famille étant clairement libre,
Uz d

c'est une base de Ma(R) formée de vecteurs propres : v,y est diagonalisable.

Exercice 3

I - Une premiére expérience aléatoire

s N = i1 t{" Donner un entier maturel non nul’') ;
8 = zeros(1,N);
for kK = 1 : 10000
i=1;
M =N ;
while grand(i,1,"uin”, 1, ,M)<>*M
i=14+1;
M = M-1 ;
end

8(i) = B(i) + 1 ;
end
di=sp(8 / 10000)
bar(s / 10000)

2. Sur 10000 essais, le nombre de 1, 2, 3, 4, 5 obtenus semble pratiguement le méme, on peut conjecturer
que X suit une loi uniforme sur [1, 5].

PIX=1)=PN)==

PX =2) = P(Bin Nz) = P(B1)Pr,(Nz)

P{X =3)=FP(BinBxanN3) = P(B1)Pg,( B2)Ppyrp, (N3)

4. Déja, signalons que X (0) = [1,N].
SINzd4,pour ke [I,N], ona:
PFiX=k=PBinEBzn---NBg_; N Ng)
P{B,)Pp,(Bs)--- Py, _o(Be—1)Peyne-ni,_ (NE)
N—-1 N-2 N—-{k-1) 1 1
N “N-1" " N-(k-2) “N-(k-1) N

Ainsi, X suit bien une loi uniforme sur [1, N].
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5. ¥aprés le cours, on sait que E(X) %

IT - Une deuxiéme expérience aléatoire

1. 51 l'événement ' est réalisé, on procéde & des tirages dans I'urne [7) . On saura alors qu'on est dans 'urne
[} an moment ofl on tirera la boule noire. Ce tirage pouvant se réaliser, de maniére uniforme & chacun
des N tirages (d’aprés la partie 1), on a:

Y¥ie [1L.N], Po (Y =34) i
N

2. Si l'événement s est réalizé, on procede & des tirages dans 'urne [, Quoigu’il arrive, on ne tirera donce
que des boules blanches. Sur les N — 1 premiers tirages, on tirera forcément des boules blanche et donc on
ne saura pas dans quelle urne on fait les tirages (puizqu’a priori la boule noire peut &tre tirée an N-iéme
tirage). C'est uniquement an dernier tirage qu'on saura de maniére certaine qu'on tire dans I'urne U
puisgqu’ancune boule noire n'est tirde. On a done

Vi€ [LN —1], Po(Y =j) =0, et Pg(Y =N)=1

3. Soit j £ [1,N]. La famille {1, C=2) formant un systéme complet d'événements, on a d’aprés la formule
des probabilités totales

PY =) =PlCin[Y =37} + P(Cen Y =3]) = PiCh)Po, (Y = 3) + P(C2) P (Y =3)

1

Or, on sait que P{Ch) = P(C2) done d’aprés les deux guestions précédentes, on a

7
. . e . L1 1 1
¥ie[l.N-1], PiY =3) 2\].+2\D N
et
i 1 1 1 1 1
PlY =N) ExJ—.}gX] Eiﬁ
4. v v
S . - . I i1 1 N -1 N 1 aN + ].JI
E(Y PiY = +N|=+— - o =T
(¥) jZ]J‘ (Y =) 2 3y i (2 i EN) —t7ts3 T

ITI - Une troisiéme expérience aléatoire

1. Puisgqu'il faut au moins deux tirages pour avoir obtenu au moins une boule de chaque couleur, on a
T < [2 +oo]. Réciproquement, pour tout entier k Z 2, Pévénement [T = k] peut se réaliser (par
exemple si on tire & — 1 houles blanches puis 1 boule noire), donc

T2} = [2, +oof
2. Remarquons que ;
|I k] [H] MBar---M By f'IJ"'q'-J,_-]L |J"'|'-] MNN2 - NN N Hkl

Les événements étant incompatibles, puis les tirages se faisant de manidre indépendance dans 'urne (on
tire avec remise) :

P(T A‘l:l P‘[Hl MBa--- M By M Ng)+ P'I:J"'n'-] MNa N --- N Ng_q M B
PB )P Bg)--- P(Be_q ) P(Ne) + PIND ) P{NG) -- - P(Ng_ ) P Be)

N -1 “‘1} R |
(m‘ N (P-.-' N
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3 Soit K 22 Ona:

K K - k-1 - K k-1
i . 1 1'11'—1 J"'\'_.I. 1
kZI:P[f k) ,—:ZI‘( = ) |TZL(E)
2 =2 k=2
1%}}(:«-‘-1)*llm-'-1ik(1)“ 1 N-1
i = J"\' J'I\' — J.'\' J"\' J"\'
I 1 NPUs SRS S T PR k| e
Ksiee N (1-EZp ' TN T(1-Lp TTN-1 N -1

(on reconnait des séries géométriques dérivées convergentes). Ainsi, T admet une espérance et on a :

S J"'l'-?_l"'l: +1
B =—F——

4. (a) Remarquons que si T = 2 est réalisé, alors foreément sur les deux premiers tirages on a obtenu une
boule noire et une boule hlanche, on a donc :

IN-1 N-11 AN -1)

PIU=1nT=2)=PT=0=5—F+—F § =7z

(b) Pour £ = 3,ona:
[=1n[T=kl=NNnNan---nN_; N B
done par indépendance des tirages,

L

P =1]n [T = k]) = PIN1)P(N3) - -- P(Np_1)P({By) (%) T

=

Soit 7 =2, 0On a:

(a

[ =§lN[T=j+1=BnByn---nB;NN;,

done par indépendance des tirages,

r_ i
P(IU = 5]N [T = j +1]) = P(By)P(Ba) - -- P(B;) P(Nj;1) (%)-\i

(b} Socient j et k deux entiers tels que § = 2 et k& = 2. Remarquons que T prend toujours une valeur
strictement supérieure i celle de U7,

sl k= g, Pl =4In[T =k)=0
De plus, = sur k& = j+ 1 tirages, on a obtenu j houles blanches, on a obtenn & — j houles noires, avec
k—j =1, donc T ne peut pas valoir & (on aura déja obtenu au moins une boule noire et une boule
blanche en moins de k tirages), donc

sikzi+2  PU=4nN[T=k)=0

6. Puisque par exemple P([I7 = 2]N [T = 2]} = 0 alors que P(I7 = 2) # 0 et P(T = 2) # 0, les variables T
et [7 ne peuvent pas étre indépendantes.

ANNALES DU CONCOURS ECRICOME PREPA 2015 : EPREUVE MATHEMATIQUES ECONOMIQUE - PAGE 17

Les sujets et corrigés publiés ici sont la propriété exclusive d’ECRICOME. Ils ne peuvent étre reproduits a des
fins commerciales sans un accord préalable d’ECRICOME.



RS

CCROOVE
PREPA

APRES
CLASSE PREPARATOIRE

La famille ([T = E|)izez formant un systéme complet d’événement, on a par la formule des probabilités
totales et les résultats de la question 4 :

= . AN—-1) N-171N\1 N -1 1 2N -1
PU=1) =3 P(U= 10T = k) = =+ =" (TJ et T
k=2 k=3

Die méme, en utilisant cette fols les résultats de la question 5, pour § = 9,
r : — T S FT 3 . [ —— . N-1 J.].
PU =j) Z Pl =4InT =k) =K =fn[T=47+1]) (T) ¥
On a donc :

2 —1 2
o =T sij=1
Yizl. PU=j) N1yl e

)y w siiz2
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RAPPORT D’EPREUVE

Commentaires généraux

Rappelons quelques faits importants :

o Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d'en comprendre la problématique et de
hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors au candidat d’aborder le sujet par les exercices (et/ou les
questions ) qui lul sont les plus accessibles,

o Une copie solgnée est apprécice.

¢ Une honne connaissance des notions et résultats fondamentanx du cours est un prérequis indispensable &
la résolution correcte de nombreuses questions d'un sujet de mathématiques.

o Une rédaction correcte comportant des justifications convenahbles ainsi que la vérification, ou au minimum
le rappel, des hypothéses nécessaires 4 application d'un théoréme utilisé forment une part extrémement
importante de la note attribuée A toute question.

« Verifier la vraisemblance ot la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats proposas.

o L'aménagement des calculs et des raisonnements afin d'obtenir impérativement les résultats proposés est
fortement sanctionné,

Rappelons que les questions informatiques sont assew largement valorisées au sein du baréme de 'épreuve
ot que, prés des deux tiers des candidats v répondent de facon suffisamment satisfaisante.

Avec une movenne de 11,10 et un écart-type de 5,34, cette épreuve a permis une sélection tout & fait
satisfaizante des candidats.

Commentaires particuliers

Exercice 1

Partie I

1. (a) Question de cours, hien traitée par une large majorité des candidats. Certains énoncent la formule
du cours pour une loi exponentielle de paramétre A, sans prendre la peine de remplacer A par 1.

(b} Question bien traitée par une large majorité de candidats. Parmi les erreurs remarquées, certains
candidats écrivent fx fiz)dr (confusion entre bornes et variables), ou alors oublient totalement le
cas o < [, -

2. (a) Question relativement bien traitée. Certains candidats utilisent & bon escient la convexité de la

fonetion exponentielle, puis étudient la fonction = — e® —x — 1 pour vérifier I'égalité demandée. Les
candidats ont parfois en du mal & utiliser la stricte monotonie pour justifier I'égalité.

(b} Question bien traitée par une large majorité de candidats.

(e} Cette premiére question d'informatique était supposée accessible, et les correcteurs attendaient une
écriture exacte de la ligne demandée. I est dommage que ce type de question soit encore souvent
négligé par les candidats, ou bien améne a des réponses incorrectes (peu ont vu que T est un tableau,
et qu'il faut done écrire U{n) et non U dans le programme,. .. )

(d) Les questions de ce type (conjecturer & l'aide d'une sortie graphigue) sont bien réussies par les
candidats, elles permettent de comprendre 'enchainement des questions ot donnent finalement les
réponses des questions sulvantes.

(2} Cuestion bien traitée par une large majorité de candidats.
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(f) Le théoréme de la limite monotone est parfois énoncéd de facon fantaisiste ou approximative. Pen de
candidats proposent un raisonnement complet tayé par tous les arguments fondamentaux (passage
4 la limite et continuité, unicité de la limite, résolution de I'équation du point fixe, ... ).

(g) La manipulation des inégalités est souvent hasardeuse. Les candidats appliquent souvent les fonetions
de référence aux membres de I'inégalitéd sans préciser leur variation sur Pintervalle considéra.

(h) L'hérédité n'est quasiment jamais réussie par les candidats.

(1) L’ohservation de la divergence de la suite des sommes partielles n'est presque jamais explicitée et
enCoTe Moins argumentée en comparant avec la courbe de la fonetion In.

(i} Beauncoup de candidats appliquent le critére de comparaison sans le citer explicitement, ou sans
préciser /vérifier que le terme général de la suite est bien positif. D'autre part, le caractére divergent
de la série de terme géneral 1/n est souvent mal justifié.

Partie I1
1. (a) La plupart des candidats ont la bonne démarche en téte pour I'étude de la contimuité en 0. Ce-
pendant pour la dérivabilité, pratiquement tous les candidats ont confondu la dérivabilité en 0 avec
la dérivabilité 4 droite en 0, méme =i le résultat était en désaccord avec leurs résultats ultérieurs
(graphique,. .. ).

(b} Des erreurs de calcul an niveau de la dérivée, ce qui conduit a fortiorl a des erreurs concernant les
variations de g.

(¢) Certains candidats confondent convexe et concave.

(d) Les représentations graphiques présentes dans les copies manquent trés souvent baclées. L'étude en 0
(demandée par I'énoncé) est souvent passée sous silence. Les correcteurs apprécient un tracé simple
et soigné, ol les dléments importants du graphe sont mis en valeur (axes, tangentes, asymptotes) et
les copies répondant i ces critéres sont valorisées.

2. (a) Trés pen de candidats reconnaissent P'espérance d’une loi exponentielle, et caleulent I'intégrale en
perdant un peu de temps.

(b} Beancoup de candidats onblient I'argument fondamental de continuité sur B de la densité considérée

q.
Cuestion bien traitée dans I'ensemble.

{c
(d

La notion de convergence absolue est souvent ignorée par les candidats dans leur démarche visant &
prouver Pexistence d’une espérance pour ¥,

3. (a) Cette guestion est souvent malmenée par les candidats, et les copies ol un manque de rigueur est
constant ne parviennent pas 4 donner de réponse correcte. La plupart des candidats font un calenl
formel, faisant apparaitre des = In{r) » sans préciser x est strictement positif ou non. Trés peu ont
remardgué qu'il se passait quelque chose de différent selon =1 on était & ganche ou & droite de 1 ot que

cela avait une influence sur la valeur de In(z). Rappelons que pour toute variable aléatoire, il peut
étre utile de regarder son support avant d’étudier sa fonction de répartition.

(b) Des erreurs au niveau de calculs de dérivées ont été remarquées chez les quelques candidats qui ont
abordé cette question.

Exercice 2

Partie 1

1. Un nombre non négligeable de candidats confondent variable et paramétre, et considérent la matrice A
comme variable dans leur preuve de linéarité. Un nombre conséquent de candidats écrivent que « U'appli-
cation est stable par combinaison linéaire =.
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2. Cette question est rarement abordée correctement. Le résultat est souvent parachuté sans véritable rai-
sonnement. La plupart des candidats a considéré que A était la matrice représentative de 4.

3. Cette guestion n'a quasiment jamais été abordée correctement. Les meilleures copies comprennent qu'il
faut faire un ralsonnement par double implication mais ne traitent alors que Pimplication « facile =.

Partie 11

1. De nombreux candidats confondent les critéres d'inversibilité et de diagonalisabilité d'une matrice. Beau-
coup de candidats écrivent par exemple que A est diagonalisable car triangulaire supérieure ne comportant
pas de 0 sur la diagonale. Enfin, rappelons que toute matrice triangulaire n'est pas forcément diagonali-
gable. Certains candidats ont méme cru remarquer en A une matrice svmétrique ... .

b

. La question a été bien traitée par une majorité de candidats.

3. Les raisonnements menés ici sont souvent peu compris des candidats, De graves confusions an nivean de
la notation Vect ont pu étre observées. Peu de candidats ont retranscrit les informations obtenues dans le
contexte des matrices carrées pour 'endomorphisme 4 et ont considéré comme résultat final le fruit de
leur travail sur les matrices colonnes.

4. Ird, les correcteurs attendent des candidats qu'ils puissent conclure i l'aide de leurs résultats précédents
en appliquant le critére de diagonalisabilité au programme, quelque solent les résultats {corrects ou non)
qu'ils aient obtenu an préalable. Le théoréme est en géndral conm, mais sa rédaction est souvent incorrecte
(on lit souvent « La somme des sous-espaces propres vaut 4 =, ... )

Partie ITI

1. Beaucoup de candidats ont tenté d'aborder la question, mais trés peu ont finalement mené le hon rai-
sonnement. Le ralsonnement par 'absurde semble peu maitrizé. Trés peu commencent par exemple en
écrivant « Supposons que A — AT soit inversible =.

2. Le caleul de @a(N) est souvent mené explicitement, mais trés peu de candidats vérifient le caractére non
mul de N pour le décrire en tant que vecteur propre.

3. Pratiguement aucun candidat ne voit le raisonnement par double inclusion dont il est question ici.

4. Cmelgues rares candidats ont compris le lien entre les sous-espaces propres de A et 4 mais ont en du mal
4 les formaliser.

Exercice 3
Partie 1

1. Comme dans Pexercice 1, la question d’algorithmique est parfois nérligée par les candidats. Cest d’autant
plus dommage que la question est bien rémunérée dans le baréme. Beaucoup de candidats se contentent
de recopier I'algorithme sur leur copie, sans méme compléter les instructions manguantes,

b

. Pen de candidats ont finalement identifié la lol uniforme.

. Les caleuls sont corrects, mais la formule des probabilités composfes n'est pas towjours écrite.

da Lo

. Les guelgues candidats qui ont compris ce qui se passait dcrivent le calcul général, ot une majorité se
trompe =ur les derniers facteurs apparaissant dans le produit.

(=

. Ceux qui ont reconnu la loi uniforme connaissent en général bien la formule de I'espérance.

Partie I1
1. Cette question est souvent traitée avec succés des candidats, avee des explications plus ou moins claires.

2. Méme remarque.
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3. Les candidats oublient souvent dindiquer le systéme complet d’événéments qu’ils utilisent, ou n'écrivent
pas correctement la formule des probabilités totales.

4. La plupart des candidats sait quel calcul il doit mener, mais beancoup lutent encore pour simplifier les
notations .

Partie 111

1. On lit souvent |2, N] comme ensemble de valeurs prises.

[

Le ralsonnement est rarement argumentd correctement, notamment 'enchainement incompatibilité puis
indépendance en deux étapes,

3. On note de nombreuses tentatives des candidats, mais le fait que les séries commencent & 2 a considé-
rablement géné les candidats : solent ils ne s'en rendent pas compte et appliquent la formule du cours
directemnent, soit ils se trompent lorsqu'ils retranchent le terme pour k& = 1). La convergence de la série
est trég rarement énoncée, et encore plus rarement justifide correctement.

4. Quelques bons candidats ont su aborder ces questions avec succes.

Chuelques bons candidats ont su aborder ces questions avec sucoos.

F.'I

6. Peu de candidats ont traité la question. Quand cest fait, 'idée est correcte mais la rédaction peu précise
dans la plupart des cas.

7. Pen de candidats ont traité la question.
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