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ESPRIT DE LEPREUVE

Vérifier ches les candidats lexistence des bases nécessaires pour des études supérieures
de management.

Apprécier l'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et Uappliquer
(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

M Sujets

Deux exercices d’application des connaissances de base ;
un probleme faisant largement appel aux possiblités.

M Evaluation

Deux exercices de valeurs sensiblement égale ;
12 a 14 points pour le probleme.

M Epreuve

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence les
principaux résultats, a respecter les notations de 'énoncé, et a donner des démonstrations
complétes (mais bréves) de leurs affirmations.
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EXERCICE 1
Soit n € N*, on note E l'ensemble des fonctions f : R} — R telles qu'il existe
deux polynémes P, appartenant & R, ; [X] avec :
VeeR,, f(z)=zP(x)+xln(z)Q(z).
Pour tout entier k£ € {1...,n}. on pose :
w:d & — R o d RE — R
e - { e { r = 2¥In(x)
Pour toute fonction f appartenant a E, on note ¢ (f) la fonction définie sur R7
par :
. 1
VreRL, ¢(f)(z)= - ft)dt
i

et on note ¢ 'application qui & f € E associe ¢ (f).

1. Prouver que E est un R-espace vectoriel et que E = Vect (uy, vy, .., Un, V)
(c’est-a-dire que E est l'espace vectoriel engendré par les fonctions uy, vy, .., Uy, Uy).

‘011 admettra que la famille B = (uy, vy, .., u,, v,) est une base de E.‘

2. Justifier que chaque fonction f de E se prolonge en une fonction continue
sur R, et, pour tout k € {1,...n}, caleuler ¢ (u;) et ¢ (vg).

Démontrer que ¢ est linéaire. En déduire que ¢ (f) € F lorsque f € F.

- W

Ecrire la matrice de ¢ dans la base B.

f_."l

L’endomorphisme ¢ est-il bijectif 7 Quelles sont ses valeurs propres ?

6. Soit f € E un vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre A. On suppose
¥
que A est non nul et on considére la fonction ¢ définie sur R, par :

VreR,, glx)= _w‘/f
Montrer que g est constante sur R*. En déduire I'expression de la fonction

T = /f (t) dt puis celle de f.
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7. Pour chaque valeur propre A de ¢, déterminer la dimension de I'espace propre
de  associé a la valeur propre A. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

EXERCICE 2

On rappelle que la fonction I' d’Euler est définie sur 0, +oc[ par :

+oo

V>0, T(z)= /tw_lf:"d.t,
0
On admettra que [ est de classe C™ sur |0, +o00[ et que :
VkeN, Vzel0,+oo[, I'™(z)= f (In(t))* e 1= dt.
1]

On pose pour tout = € |0, +o0] :
, '(x)
L(z) =In(T(z)) et ¥(z)=L'(r)=——=-
+o0
1. Justifier que, pour tout = > 0 et tout k € N, I'intégrale / (ln(t))k e 14t
0
est convergente.
2. Exprimer I' (z 4 1) en fonction de x et de I' (). En déduire que :
1
Vo €]0,400[, W(z+1)—W(z)=—-
x
puis préciser la valeur de ¥ (n + 2) — ¥ (n) pour n € N*.
3. A l'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, établir que :

A 2 A

Vi(z, A) € (R*_)z._ f]n (e 't tdt | < /(]n (1) et dt

0 0

e Ldt

Tt~

4. Démontrer que :
v €0, 400[, (I'(x))* < D(z)I"(z)

puis justifier que la fonction W est croissante sur |0, +oc|.
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5. Soit @ €0, 1[.

(a) Prouver que pour tout n = 1:

gl: ﬁ = % (T(14a)—v(1- a))—% (T(n+1+a)—¥(n+1-—a))

et :
0<¥(n+1l+a)—V(n+1l—0a)<¥(n+2)—T(n).

. . 1
(b) Etablir que la série E ———, est convergente et calculer sa somme
n’—a

nxl
+o0
——— en fonction de ¥ et de a.
ne _ a2
n=1 T a

PROBLEME

Soient p un réel appartenant a U'intervalle |0, 1[ et N un entier naturel supérieur
ou égal 4 3. On pose g =1 — p.

On considére un tournoi réunissant une infinité de joueurs Ay, Ay, As, ... A, ...
qui s’affrontent dans une série de duels de la facon suivante :

e Ay et A, saffrontent durant le duel numéro 1. Le perdant est éliminé du
tournoi, le gagnant reste en jeu;

e Le gagnant du premier duel participe au duel numéro 2 durant lequel il
affronte le joueur A,. Ce duel se déroule de maniére analogue, et ne dépend
du duel précédent que par 'identité du joueur affrontant A,. Le perdant est
éliminé du tournoi, et le gagnant du jeu participe au duel numéro 3 contre
le joueur Aj et ainsi de suite;

e Pour tout & € N* le joueur A, participe au duel numéro k, qu’il peut
remporter avec une probabilité p, son adversaire durant ce duel pouvant
remporter le duel avec la probabilité g = 1 — p.

e Est désigné gagnant du tournoi, le premier joueur, s'il y en a un, qui gagne

N jeux successifs lors du tournoi.

Pour tout entier naturel n, on considére I’événement F,, : « le gagnant du tournoi
n’a pas encore été désigné a Iissue du duel numéro n ».

. . , . €
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PARTIE I : Etude d’un cas particulier.

1
On suppose dans cette partie que N =3 et p=g¢g = 3

1. Simulation des duels. Rappelons que la commande random crée aléatoire-
ment un réel appartenant a I'intervalle [0, 1] (qui suit en outre la loi uniforme
sur [0,1]).

(a) Ecrire une fonction DUEL en Turbo-Pascal qui créé un nombre aléatoire

1
et renvoie 1 si ce nombre aléatoire est strictement inférieur a 5 et 0

sinon.

(b) Ecrire une fonction TEST VICTOIRE en Turbo-Pascal qui, & trois
nombres a, b, ¢ fournis par 1'utilisateur, renvoie TRUE si les trois sont
égaux, FALSE sinon.

(¢) Ecrire un programme TOURNOI en Turbo-Pascal simulant un tour-
noi et renvoyant le nombre de duels nécessaires pour que le tournoi
dispose d’un vainqueur (c’est-a-dire un candidat ayant remporté 3 vie-
toires consécutives). Indication : Si on souhaite, on pourra utiliser les
fonctions DUEL et TEST VICTOIRE en les répétant convenablement
jusqu’a ce que TEST VICTOIRE sur trois DUEL consécutifs renvoie
TRUE.

2. Créer la liste des gagnants possibles pour chacun des trois premiers duels
sous la forme d’un tableau de la forme suivante :

numero

du joueur

gagnant

le duel

l

duel 1 0
duel 2 0
duel 3 0

Déterminer les probabilités P (E;), P (E,) et P (E3). Vérifier que :

P(By) = 3P (Ex) + 7P (B)).

. . , . €
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3. En considérant le nombre de victoires déja obtenues par le vainqueur du duel
numéro n, démontrer que pour tout entier naturel n = 3, on a :

1 1
(RI) . P(En) = EP(En—l) + EP(En—‘E)-
4. Justifier l'existence de quatre réels A, p, ry, 2 tels que :
Yn =2 P(E,) =N+ purs.

Le calcul explicite de X et p n'est pas demandé. Calculer lim P (E,).

n—+o0
+oo
5. Que vaut la probabilité P (ﬂ Eu) ? Quelle est la probabilité de I’événement
n=2

« le tournoi désignera un vainqueur » ?

PARTIE 1I : Etude du cas général.

On revient au cas général : p désigne un réel quelconque de 0, 1] et N est un
entier supérieur ou égal & 3. On considére le polynéme () défini par :

Q(X) = (imk_le) —1.
k=1

1. Pour tout entier k € {1,.., N — 1}, on note Ai,") I'événement : « a 'issue du
n-iéme duel, le vainqueur du n-iéme duel a obtenu exactement & victoires ».

Justifier 'égalité :

A

VYn=N, P,w(E,)=P(E,).
ke
2. Etablir que pour tout n = N, on a :
N-1
(Ra): P(E,) = pd" ' P(Eys).
k=1
3. Calculer P (E;),.., P(Ex_1). En déduire que :
P(Ey) =1-¢""".

4. Soit n = N. Démontrer la relation :

(Rs) : P(E,) — P(Eni1) = pg" 'P(En-ny1).

. . , . €
EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION SCIENTIFIQUE /
Mathématiques E\E-EI!ZS Lg QMTE



CONCOURS

ECRCOME
PREPA

SUJET

ot

Prouver que I'équation @ (z) = 0 posséde une unique solution sur 'intervalle
[0, 400 .

On note désormais ry cette solution. Justifier que :
rv>1 et Q' (ry)>0.

6. A laide de la relation (Rs) (question I1.2), établir que :

n—N
1
Vo > 1, P(En)g(_—) .

TN

7. Etablir la convergence de la série E P(E,) puis, en sommant la rela-
nxl

tion (R3) (question IL.4) sur tous les entiers n > N, donner la valeur de

{00
> P(E,).

n=1

8. On définit X la variable aléatoire égale au nombre de duels qui ont eu lieu
au moment de la proclamation du vainqueur du tournoi. On conviendra que
X =0 si le tournoi n’a pas de vainqueur.

(a) Soit n > 2. Justifier que les événements (E, ;N E,) et (X =n) sont

égaux.
(b) Démontrer que X admet une espérance et exprimer E (X) en fonction
+o0
de z P(E,). En déduire la valeur de £ (X).
n=1

PARTIE III : Calcul de P (E,).

Les hypothéses et définitions introduites a la partie II sont conservées. Les
résultats de la question I1.5) pourront étre utilisés librement (méme si la preuve
n’a pas été effectuée).

1. On considére le polynéme :

R(X)=1-X+pg" XV
et on admet que :
(X —-1)Q(X)=R(X) e XR(X)—NR(X)=(N-1)X-N.

Soit z un complexe tel que

Q(z)=0 et Q' (z)=0.

. . , . €
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Montrer que R (z) = 0 et R’ (z) = 0. En déduire que z € [0, +o0c[ puis obtenir
une contradiction.

Par conséquent chaque racine complexe de ) est de multiplicité 1 donc,
d’apres le théoréme de d’Alembert Gauss, il existe NV — 1 complexes non nuls
et distinets zy, ... zy_ tels que :

Q(X)=(X—2z)(Z—2y-1).
2. On considere 'application linéaire
CN—Z [X] — C;\’—l

;- P (q(ll)s(z\l_l))

ol 21, .., 2y_1 sont les N — 1 racines distinctes de ).

(a) Prouver que f est un isomorphisme.

(b) Ecrire sa matrice A dans les bases canoniques de Cy_»[X] et CV~1.
Expliciter ‘A (la transposée de A).

(¢) En déduire que le systéme :

T+ +ay = P(E)

.'i._1+“_+ :If_.\-f 1 _ P(EQ)
(8) 21 ZIN-1
x Ty- .
(N)ﬁ"r‘”‘f‘hi)ir_g:‘n(ba\’—l)
z1 ZN-1

admet une unique solution (e, ..,an_1).

3. Soient (e, .., a0n_1) 'unique solution du systéme (S) (cf. question IIL.2¢),
on considére la suite (uy,),, définie par :

N—1 n—1
¥ N 1

Yozl wu,= “,1,__1 +“‘+Li—n = E :ﬂ'j (T) :
(—"—’1) (3.-\'—|) ; “j

i=1

Montrer que pour tout n = N :

N-1
k-1
Up = 2 Pg Un—k
k=1

En déduire que pour tout n = 1 :

1') (Eﬂ) = uﬂ.'

. . , . €
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EXERCICE 1

1. @ E C & ou & est le R-espace Vectoriel des fonctions définies sur |0, +00[ & valeurs réelles.
e FE # (), puisque la fonction nulle appartient clairement a E.
e Soient (f,g) € E? et A € R. Alors : Vo > 0, f(x) = 2Py (2) + zIn(2)Q:(z) et Vo > 0, g(z) =
xPy(z) + zIn(z)Q2(x) avec Pi, P2, Q1, Qs € R,_1[X]. D'ou :

Vo >0, (Af+g)(z) = Af(z) + g(z) = MzPi(z) + 2 In(z)Q1(2)) + zP(z) + zIn(z)Qs(x)
=z(AP + P)(z) + o In(z)(AQ + Q2)(2),

d’ott Af + g est encore un élément de E : E est stable par combinaison linéaire.
L’ensemble E est donc un sous-espace Vectoriel de £, donc un R-espace Vectoriel.
e Puisque pour k € [1,n], ux € E et vy € E, on a donc Vect(uy, vy, ..., up,v,) C E, puisque E est
stable par combinaison linéaire.
Soit f € E. Il existe alors deux polynomes P,Q de R,_4[X] tels que : Vo > 0, f(z) = zP(z) +
zIn(z)Q(x).
Puisque P € R,_1[X], on a (x — xP(z)) € Vect(ur, uz, ..., uy).
De méme, Q € R,_1[X], on a (z — z1In(z)Q(x)) € Vect(vy,va,...,v,).
Ainsi, par somme, f € Vect(uy, vy, uz, va, . . ., Up, ’Un). On a donc E C Vect(ug, vy, ..., Un, 0p).
Finalement par double inclusion, 2t (g, V1, -+ -y Uy Un) |-

2. e Pour k € [1,n], la fonction uy, est polynomlale donc continue sur ]0, +oo] et telle que hm ug(z) =0

Pour k € [1,n], la fonction vy est continue sur |0, +oo[ et par croissances comparées, hm vi(z) = 0.

Ainsi, pour k € [1,n], uy et vy, sont prolongeables par continuité en 0 en posant uk(O) = vk(O) 0.
Ainsi, les éléments de B sont des fonctions prolongeables par continuité sur [0, +oc[, d’olt par combi-
naison linéaire, tout élément de F est prolongeable par continuité sur [0, +o00].

[ ]

Vo >0, o)) 1/1% L Y L (@),
x N L, r) = — = =
P 2y il |y k1l k1
On a donc :
VE € [1,n], p(u) = T
L]

1 xr
Ve >0, o(vp)(z) = ;/ t*In(t)dt.
0

L’intégrale apparaissant étant bien convergente puisque la fonction ¢ + ¥ In(¢) est prolongeable par
continuité sur [0, z] pour tout réel z > 0.

Fixons z > 0 et € €]0,z]. Les fonctions ¢ — mtk“ et t — In(t) étant de classe C! sur le segment
[e, ], on peut intégrer par parties :

- 1 z 1 x a* 1 In(z) ey
k Lk L k _ :
/E t" In(t)dt = {k " 1t ln(t)} TR+l /E trdt = il EEE (croiss.comp.)

D’ou : k+11 ( ) k+1
1 /a* ! In(z " 1

Va > 0, == - = ) - G

z >0, ¢(vg)(x) x< k+1 (k+1)2> Frat e RSV
On a donc :

1 1
1 = —V — 57—
k€ [Lnl, oloe) = v = Gyt

@)
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3. e Soient f et g deux fonctions de E et soit A € R. Les fonctions A\f + g, f et g sont prolongeables par
continuité sur [0, +o0[ donc les intégrales qui suivent sont bien convergentes et on a :

Vo> 0, gO\f + g)(x) = i / (M +9)(t) ( / f(t) / g(t)d ):wcf)(w)w(g)(x).

L’application ¢ est donc bien linéaire.
e D’apres la question 2, pour k € [1,n], ¢(ux) € Vect(ug) C E et ¢(vy) € Vect(uy, vy,) C E, donc pour
tout élément f de la base B, o(f) € E. Par linéarité de ¢, on en déduit que Vf € E = Vect(B),

e(f) € E.
4. D’apres la question 2, la matrice de ¢ dans la base B est :
2 i (0)
1
2
1 _1
E
3
1 _ 1
L 176
M= 1
4 1
n+1 (n1+1)2
(0) st

5. La matrice M représentant ¢ dans la base B étant triangulaire supérieure sans zéro sur sa diagonale,
elle est inversible. Ainsi, ¢ est bien un endomorphisme bijectif. De plus, M étant triangulaire, on lit les

Sp(p) = {% kel2n+ 1]]} ‘

6. Soit f € E un vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre A # 0. Par définition, f # 0 et p(f) = Af.
La fonction f étant prolongeable en une fonction continue sur [0, +oo[, elle admet une primitive F' de
classe C! sur [0, 4+00[. On a alors : Vz > 0, g(z) = 2~V (F(z) — F(0)).

Par produit de fonctions dérivables, g est alors dérivable sur |0, +oo[ et on a :

Vo >0, ¢'(z) = <—§) VAT E(2) = F(0) + 27 YA f(x)

valeurs propres de M (et donc de ) sur sa diagonale :

= 1)) + 7 f (@) = e A f () + 2 (@) = 0

Ainsi, la fonction ¢’ est nulle sur ]0, +00[, donc g est constante sur ]0, 4+o0].
T

Il existe donc une constante réelle « telle que : Va > 0, / ft)dt = az'/?,
0
T
Les fonctions = +— / f(t)dt et x + z'/* étant dérivables sur 0,400, A étant non nul, en dérivant

0
chaque membre de I’égalité précédente, on obtient :

Vo >0, f(x )—a/l\JLl/A !

7. D’apres la question précédente, si f est vecteur propre pour la valeur propre A, alors f est un élé-
ment de Vect(z ~— 2'/*7!). Ainsi, chaque sous-espace propre est inclus dans un espace vectoriel de
dimension 1, est également de dimension au moins 1 par définition, donc est exactement de dimension
1. Puisque Card(Sp(f)) = n, la somme des dimensions des sous-espaces propres est ainsi égale a n.
Puisque dim(E) = Card(B) = 2n, I'endomorphisme ¢ n’est donc pas diagonalisable.

@)
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EXERCICE 2

1. Fixons > 0 et soit £ € N.
La fonction ¢ — (In(t))*e~**~! est continue sur ]0, +oo[. On a donc deux problémes & étudier.
e En 0. On a |(In(t))*e"t7!| oo | In(t) ==,
—

1

Cherchons a < 1 tel que |In(t)[*¢*! = o (—) > 2 In@)|F — 0. Clest vérifié des que
t—0 \ 1 t—0

a+x—1>0,ie a>1—z dapres les croissances comparées.

Prenons donc a = %ﬁz) =1-—3. Alors :

o)t = o, ().

1
1
L’intégrale /0 mdt étant convergente (Riemann), par critére de négligeabilité pour les fonctions

1
positives, l'intégrale / (In(t))*e~"#""dt est absolument convergente, donc convergente.
0

e En +00. On a :

. 1
t2(In(t)) ke tte ! vl 0 (croissances comparées) = (In(t))*e ! = 2 (;2) .

+oo
L’intégrale / t—Zdt étant convergente (Riemann), par critere de négligeabilité pour les fonctions
J1

+o00
positives, 'intégrale / (In(t))*e="t""1dt est convergente.
1

“+oo
e Par relation de Chasles sur les intégrales convergentes, l'intégrale / (In(t))¥e~"t*"1dt est bien
0
convergente.

2. On sait que :

¥z >0, (@ +1) = al(x)].

En dérivant membre & membre cette égalité (on a admis que la fonction I' étant bien dérivable), on en

déduit que :
Vo >0, I"(x+1) =T(z) + z["(2).

Ve >0, U(z+1)—U(z) = I(z +11) @) D) +al'(z) 11:’((;) _ .

Ainsi, pour tout entier n € N* on a :

D’ou :

U(n+2)—¥(n)=T(n+2)—U(n+1)+T(n+1)—U(n) = nil % ‘
EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION SCIENTIFIQUE / &
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3. Soit x > 0 fixé. Soit (g, A) €]0, +00[? tel que e < A.
En posant f : ¢t — In(t)e 2@ D2 ot g : ¢ — /22 on a par positivité de intégrale sur le
segment [e, A],

VA ER, [A(f(t) + Ag(t))2dt > 0.

VA ER, /EA FA(t)dt +2 </A f(t)g(t)dt) A+ (/EA gQ(t)dt> A2 > 0.
A

Puisque / g*(t)dt # 0 (la fonction g est continue, positive, jamais nulle sur [e, A]), 'expression pré-

D’ou :

€
cédente est un polynome de degré 2 en \ de signe constant (positif), donc son discriminant est négatif.

On en déduit que :
4 (/EA f(t)_q(t)dt)2 —4 </£A f‘z(t)dt> (/EA g2(t)dt> <0.
( / ! ln(t)e’tt“’ldt)z < ( / ! 1112(t)c"t$’1dt> < / ! c"’t”’ldt> .

En faisant tendre ¢ — 0 dans 'inégalité, toutes les intégrales apparaissant étant bien convergentes
d’apres la question 1, on en déduit que :

autrement dit :

(/OA ln(t)e*Lt’Hdt>2 < (/OA lnz(t)e’lt’”’ldt> (/OA e"t”’ldt) .

4. De méme, en faisant tendre A — +oo dans I'inégalité, toutes les intégrales apparaissant étant bien
convergentes d’apres la question 1, on en déduit que :

+oo +oo +o0
< / ln(t)e’ttz’ldt> < < / lnz(t)e’ttz’ldt> ( / e’tt”ldt>7
0 0 0

(@) <T(@0)()]

2

autrement dit :

La fonction ¥ est dérivable sur ]0, +oc|[ comme quotient de fonctions dérivables, le dénominateur ne
s’annulant jamais. De plus, on a :
(T (2) — (T ()2
Vo> 0, U(z) = (@)(x) 2 @ S0,
(@)

La fonction U est donc croissante sur |0, +00|.
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5. Soit a €]0, 1[.
(a) Soitn>1.Ona:

i I -1/ 1
kzlszaz_ 2 k—a k+a

_ % (U(k—a+1)—U(k—a)) — (U(k+a+1)— U(k+a))

k=1
= % (TY(n—a+1)—¥(1—-a)—(¥(n+a+1)—T¥(1+a))) (sommes télescopiques)
=| 5 (W4 @) = W(1 ) — o (Wt at 1)~ Bn—a+ 1))

La fonction W étant par ailleurs croissante, avec 0 < @ < 1, puisque n < n+1—a < n+1+a < n+2,
ona:
Un)<¥(n+1l—a)<V(n+14a)<T(n+2).

D’olt on en déduit bien I’encadrement :

(0<U(n+1+a)—T(n+1—a)<T(n+2) —¥n)|

(b) En utilisant la question 2, on a donc :

1 1
_i'_f
n+1l n

0<¥(n+1+a)—¥(n+1-a)<

D’ol par encadrement, lir+n (¥(n+1+a)—T(n+1—a))=0.On en déduit donc que :
n—-+oo

lim Zm_(ﬂ =5, (U1 +a) = ¥(1-a)).

n—+00

La série Z 5 est donc convergente, et on a :
nz=1
f}#— L w4 a)— w1 —a)
— n?—a?  2a '

, , , . (S
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PROBLEME
Partie I
1. (a) FUNCTION DUEL : INTEGER ;
BEGIN
IF random < 1/2
THEN DUEL:=1
ELSE DUEL:=0 ;
END ;
(b) FUNCTION TEST_VICTOIRE(a,b,c : INTEGER) : BOOLEAN ;
BEGIN
TEST_VICTOIRE := ((a=b)AND(b=c)) ;
END ;
(c) PROGRAM TOURNOI ;

VAR a,b,c,n : INTEGER ;
FUNCTION DUEL : INTEGER ;
BEGIN IF random < 1/2 THEN DUEL:=1 ELSE DUEL:=0 ; END;
FUNCTION TEST_VICTOIRE(a,b,c : INTEGER) : BOOLEAN ;
BEGIN TEST_VICTOIRE := ((a=b)AND(b=c)) ; END ;
BEGIN
RANDOMIZE;
a:= DUEL ;
b:= a+DUEL ;
c:= b+DUEL
n:=3;
WHILE TEST_VICTOIRE(a,b,c) <> TRUE
DO
BEGIN
a:=b ; b:=c ; c:=c+tDUEL ; n := n+l ;
END ;
WRITELN(’Le nombre de duels nécessaires a été de : ’,n)
END.

2. Liste des gagnants possibles :

duel 1|01
duel 2|0|1]2
duel 310|123

E; et E, sont des événements certains. En effet, le premier "gagnant du tournoi” possible ne peut étre
désigné au minimum qu’a l'issue du duel 3. On a donc :

‘P(El):P(Ez):l‘

De plus, événement Ej3 a pour événement contraire F5 correspond au fait que le joueur 0 ou le joueur 1
gagne les trois premiers tournois. En notant Oy, "le joueur Ay gagne le duel k” et I "le joueur A; gagne
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le duel k7, on a donc :
P(E;)=1—P(E3;) =1—P(O1N0,N0;) — P(ILh NN 1)

— 1= P(ODFo, (0 Foyr0,(0) = PP (1) P =12 () =

Remarquons qu’on a :

1 1 1 1 3

§P(E2) + 1P(E1) = 5 + 1 = 1 = P(E3)

3. Soit n > 3. Notons G,, I'événement "il n’y a pas encore eu de gagnant du tournoi a l'issue du duel
numéro n et le vainqueur du duel numéro n est le joueur A, (et marque donc au duel n sa premiere
victoire)”. Notons H,, '’événement ”il n'y a pas encore eu de gagnant du tournoi a I'issue du duel numéro
n et le vainqueur du duel numéro n est le joueur A,_; (et marque donc au duel n sa seconde victoire)”.
Alors E,, = G, UH, avec G, N H, =0. Dot : P(E,) = P(G,) + P(H,).

De plus, G, = E,_1NT, ou T}, : "le joueur A, gagne le duel n".

Ainsi : P(G,) = P(En-1)Pg, ,(T) = %P(En,l).
De méme, H, = E,, 5N U,_1 NU, ou Uy, : "le joueur A,_; gagne le duel £”.
A1n51 N P(H,,) = P(En—2)PEn,2(Un—l)PEn,zﬂUn,1(Un) = iP(En,Q)

On a donc finalement :

P(B) = 3P(Ea) + P(Eaa)

2 1

1 _
2t =

0 <= 422 — 20 — 1 = 0. L’équation admet deux solutions réelles qui sont r; = 1_4‘/5 et ry = # 1
existe donc deux constantes A et u telles que :

4. Lasuite (P(E,))n>1 est donc récurrente linéaire double, et a pour équation caractéristique x

[¥n > 1, P(E,) = M} + pr}

Puisque 2 < v/5 < 3, on a |r;| < 1 et |ry| < 1, donc :

lim P(E,) =0

n—+o0

5. Pour tout n > 1, si E, est réalisé (le gagnant du tournoi n’a pas encore été désigné a lissue du
duel numéro n), alors le gagnant n’avait pas été désigné a lissue des duels précédents, F,_; est donc
nécessairement réalisé. Ainsi :

Vn>1, B, C E,y

La suite d’événements (E,) étant décroissante, le Théoreme de la Limite Monotone affirme que :

+o0
P (DZ E) = lim P(E,) =0

L’événement "on ne désignera jamais de gagnant au tournoi” est ainsi négligeable. Son événement
contraire, "le tournoi désignera un vainqueur”, est alors presque-sir, de probabilité 1.

@)
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Partie I1

1. Soit n > N et soit k € [1, N —1].

Si on suppose que ’événement A;C") est réalisé, le vainqueur du n-ieme duel a obtenu exactement k
victoires (k < N), donc c’est exactement le joueur A,_j4+1 qui a gagné les k derniers duels, et qui n’est
pas gagnant du tournoi (puisque k < N). Le gagnant du tournoi a pu étre désigné au préalable avant
Papparition de A, 1, ou n’a pas encore été désigné a l'issue du duel numéro n.

Le fait que le gagnant du tournoi n’ait pas été désigné a l'issue du n-ieme duel revient donc au fait que
le gagnant du tournoi n’ait pas été désigné avant les duels gagnés par A, 41, donc autrement dit a
Iissue du duel n — k. Ainsi, sachant A;c"), E,, est réalisé si et seulement si E,,_;, est réalisé.

P ;Cn)(En) =P, (Ent)

A A

Or, E,_j est indépendant de A;ﬁ puisque ne dépendant que des résultats des n — k premiers duels, alors
que A;C") dépend uniquement de issue des k derniers duels. Ainsi :

PA(")(ETL) = P(En—k)
r

2. Notons plus généralement A(n) I’événement "a l'issue du n- ié‘me duel, le vainqueur du n-ieme duel a
obtenu exactement & victoires” pour tout k € [1,n]. Ainsi, (A ") VA o A(")) est un systéme complet
d’événements. D’apres la formule des probabilités totales, on a :

P(E, ZP (E, N AM)
=N P(E,NAM) (carsik> N, E,nA" =)

- P(A;">)PA?)(E”)

P(AL)P(E, )
k=1
Or, pour k € [1, N — 1], événement A,(C”) est réalisé si et seulement si le joueur A,,_j,1 remporte ses k

premiers duels. Il a une probabilité p de remporter le duel n — k+ 1, puis une probabilité ¢ de remporter
les k — 1 suivants, donc P(A;:L)) = pg*! et ainsi :

N-1
= pd" P(Ey)
k=1

3. Comme il est nécessaire d’avoir au moins NV duels successifs pour que le gagnant du tournoi ait été
désigné, le gagnant peut étre désigné au plus tot a l'issue du N-iéme duel. Ainsi, Fy, Fs, ..., E, 1 sont
des événements certains. On a :

P(Ey) = P(Ep) =---=P(Ey_1) =1

On en déduit d’apres la question précédente que :

qu =

2

x>~
I
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4. Soit n > N. D’apres la question 2, on a :

N-1
P(E,) = P(Ea) = Y pa" ' P(Eu-y) ZW P(Bnaor))
k=1
N-1
ST S
k=1
N—-1
=) pd'P(E qu Bot) +pq" " P(Ep-n1)
k=1
N-1
=pg" T P(Ey 1) + Y (@ = ¢F)P(E, k) — pP(E,)
k=1
N-1
=p¢" " P(Bunia) + ) 00" P(Eay) — pP(E,)
k=1

N-1

=pg" ' P(Byni1 +P< pgd" ' P(E )_P(En)>

k=1

=|pg" ' P(Ey_ni1)

5. La fonction = +— Q(x) est continue et dérivable sur [0,4o00[. De plus, on a : Vo > 0, Q'(z) =

-1

> pg"tkz*! > 0. La fonction Q est donc continue et strictement croissante sur [0, +o0], donc réalise

k=1

une bijection de [0, +oco[ vers [Q(0), lilll Q(z)[= [-1,4oc[. Puisque 0 € [—1, +00[, 'équation Q(z) =
r—>+00

admet donc bien une et une seule solution dans [0, +o0|.

N-1 -

Remarquons que Q(1) = Y pg-~1—1= pl_lq_Nq L _1=—¢""1<0=Q(ry), donc par stricte croissance
k=1

de @ sur 0, 400], on a nécessairement ry > 1.

De plus, puisqu’on a établi que Vz > 1, Q'(x) > 0, en particulier, Q'(ry) > 0.

1-N

N :

1
T

6. o Puisque P(E;) = 1 et que ry > 1, on a bien ¥ ' > 1, donc : P(E;) < <i>
k—N
e Soit n > 1. Supposons qu’on ait montré que Vk € [1,n — 1], P(E}) < (—\) . Alors, d’apres la

question 2,

N

_ (L)"’” ]:ijqk—lrg _ (i)N (QUrw) +1)

N-1 N-1 1 n—k—N
= pd" ' P(Ea) <Y pdt! ( : >
k=1 k=1

TN N

i n—N
N

n—N
< 1. La série de terme général (%) est donc convergente (série géométrique).

e Par récurrence forte, la propriété est bien vérifiée pour tout entier n > 1.

7. ry > 1, donc %

Par critére de comparaisons pour les séries & termes positifs, la série de terme général P(FE,) converge
également.

@)
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De plus, pour tout K > N, on a :

S (P(Ey) = P(Enir)) = pg ™ > P(Ep_yi)

autrement dit (somme télescopique),
K—N+1
P(Ey) = P(Ex_x1) =pg"™" Y P(E)
n=1

D’ou :
K—N+1

1
> P(E) = ST (P(EN) = P(Bi-i1))

Enfin, puisque la série de terme général P(E,) converge, on a nécessairement Klim P(Ex_n4+1) =0,
—+o0

n=1

d’ou :
K—N+1 1 1— gt
li P(E,) = P(Ey) = ———
Kl)IEOC ; ( L) pgN—1 ( N) pgN—1
Ainsi :
+o00 N—1
1—gq
ZP(E") = N-1
n=1 pq

8. (a) Soit n > 2. L’événement (FE, , N E,) est réalisé si et seulement si le vainqueur du tournoi n’a
pas encore 6té désigné a lissue du (n — 1)-iéme duel, mais Pest & l'issue du n-itme duel. Cet
événement est donc réalisé si et seulement si le vainqueur est proclamé lors du duel numéro n, i.e.
si et seulement si [X = n| est réalisé. On a donc :

E,1NE,=[X=n)
(b) Pour tout K > 1, on a:

D EP(X =k)=> kP(X =k) (car [X =1]=10)

s
= ;ik (P(By1) — P(Ey)) (car B, C E, 1)
= i kP(Ey_1) — EK: kP(Ey)
= }:I(k +1)P(Ey) — kikp(Ek)
—2P(E) + K_l(k +1—k)P(Ex) — KP(Ex)
-1+ S P(Ey) — KP(Ex)

ot
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Or,VK > 1, 0 < KP(Ex) < &5 Py 0 (croissances comparées), on en déduit donc que :
™~ (=400

K +oo
Kli‘?ook; kP(X =k) =1+ P(Ey)

La série de terme général kP(X = k) converge donc (absolument), X admet bien une espérance
et :

1— Nt
N-1

X)=1+)» P(BE)=|1+ o

Partie 111
1. Soit z un complexe tel que Q(z) = 0. On a alors :
R(z) = (g2 = 1)Q(z) =0
De plus, en dérivant la relation (¢X —1)Q(X) = R(X), on obtient que R'(X) = ¢Q(X)+(¢X —1)Q'(X),
d’ott :
R(2) = qQ(z) + (¢z — 1)Q'(2) =0
Or, on sait que R(X) =1— X + pg" XV, donc R'(X) = -1+ Nqu’lXN’1

Puisque R'(z) = 0, on a nécessairement NpgV—12¥N"1 =1, d’on 2V~ 1 = = N ~—~=. Enfin, R(z) =0, donc :

1 1
1—z+qu’1zN:Oﬁzzl-s-qu’lzN*lz:1+NZ:>Z(1_N) ] =

v_1¢ [0, +-00[

Or, @ admet une unique racine réelle positive qui est Ry, et qui ne vérifie pas Q'(Ry) = 0.
Cela contredit la définition de z. Ainsi, ) ne peut pas admettre de racine multiple (complexe ou réelle).
2. (a) e Soient S et T deux polynémes de Cy_5[X] et soit A € C. Alors :

FOAS+T) = ((N”T) (z%) o (A8 +T) (z;—1)>

1 1 1 1
() () ()
21 ZN—1 21 ZN-1
= Af(9) + S(T)
Donc f est bien une application linéaire.

e Soit S € Ker(f). On a alors f(S) =0, i.e. VEk € [I,N = 1], S <i) = 0. Ainsi, le polynéme S
est de degré au plus N — 2, et admet au moins N — 1 racines complexes distinctes. Il est donc
nul. On a donc Ker(S) = {0}. L’application S est donc injective, et puisque dim(Cy_o[X]) =
dim(CY¥~1) = N — 1, Papplication S est méme bijective : c’est un isomorphisme.

(b) La matrice de A dans les bases canoniques est :

1 1 1
1 L L
z1 Zf Z{V—z
1 L1 1
22 22 22
1 L 1 1
A= 23 22 22
1 1 1
1 Fromnii N3
N-= N-1 AN-1
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et sa transposée est alors donnée par :

1 1 1 1
1 1 1 1
21 22 23 ZN-1
. O 1
— 2 2 2 2
A= 21 22 23 ZN-1
1 1 1 1
N—2 N—2 N—2 N—3
1 Z2 23 Zn-1

(c) Puisque f est un isomorphisme, la matrice A est inversible. La matrice ‘A qui est de rang égal au
rang de A, est également inversible. Pour toute matrice colonne Y € My_11(C), il existe donc une

P(Ey)
unique matrice X € My_11(C) telle que ‘AX =Y. En particulier, pour Y = : S il
P(Ey_1)
aq
existe un et un seul X = : € My_11(C) vérifiant *AX =Y, i.e. solution du systéme
AN-1

(S) proposé.

3. Pour tout n > N, on a :

k=1 k=1 j=1
N-1 1n—l N-1
-2 (3)" (5)
j=1 7 k=1
N-1 n—1
1
~> () @
j=1 J
N-1 1n—l
0
j=1 %
:un

Les suites (un)ns1 et (P(E,))ns1 coincident sur [1, N — 1] d’apres 2(c), et vérifient la méme relation de
récurrence, donc sont égales. On a donc bien :

‘Vn = 17 P(En) = Un

@)
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COMMENTAIRES GENERAUX

Rappelons quelques faits importants :

— Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d’en comprendre
la problématique et de hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors au candidat
d’aborder le sujet par les exercices (et / ou les questions) qui lui sont les plus
accessibles.

— Une copie soignée est appréciée.

— Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux du cours est un pré-
requis indispensable & la résolution correcte de nombreuses questions d’un sujet de
mathématiques.

— Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la véri-
fication, ou au minimum le rappel, des hypothéses nécessaires a ’application d’un
théoréme utilisé forment une part extrémement importante de la note attribuée a
toute question.

— Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux
résultats proposés.

— L’aménagement des calculs et des raisonnements afin d’obtenir impérativement les
résultats proposés est fortement sanctionné.

Rappelons que les questions informatiques sont assez largement valorisées au sein
du baréme de I’épreuve et que plus des deux tiers des candidats y répondent de fagon
suffisamment satisfaisante.

Avec une moyenne de 9,9 et un écart-type de 5,1, cette épreuve a permis une sélection
tout a fait satisfaisante des candidats.

COMMENTAIRES PARTICULIERS
EXERCICE 1

1. Cette question s’est avérée discriminante. Un tiers des candidats s’est avéré inca-
pable de justifier 'une des assertions proposées (on voyait fleurir souvent laffir-
mation E C R, etc.). Un tiers des candidats a trés bien traité ces questions et un
dernier tiers a donné des justifications partielles (E C Vect (u1,v1, .., Up, vpn) donc
B est une famille génératrice, E C R sont les plus fréquentes).

. La question est bien traitée par la majeure partie des candidats (plus de 75 %).

. La question est bien traitée par la majeure partie des candidats (plus de 75 %).

. Prés des deux tiers des candidats donnent la bonne réponse.

T = W N

. La moitié des candidats donne une argumentation convenable méme si le lien entre
matrice et endomorphisme est oublié par certains candidats.

6. Cette question fut plus discriminante, si un petit tiers des candidats parvient a

justifier la constance de g, seule la moiti¢ d’entre eux parvient a conclure a la

question.
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7. La question étant une synthése des résultats obtenus précédemment, seules les
meilleures copies ont donné la réponse convenable (ou la réponse & une des deux
questions).

EXERCICE 2

1. Moins de la moitié des copies fournit des éléments de réponses substantielles
(convergence sur [1,+oo| essentiellement et des tentatives maladroites sur 0, 1]),
seuls 10 % des copies ont donné une réponse satisfaisante.

2. I’immense majorité des candidats a donné une réponse correcte aux deux premieéres
questions et plus d’un tiers a répondu correctement aux trois questions.

3. Un quart des candidats a pu fournir un argumentaire convenable a cette question
en explicitant l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales (ou en invoquant
un produit scalaire sur un espace de fonctions continues) en oubliant parfois les
problémes de convergence de 'intégrale en 0. Seules les meilleures copies ont levé
toutes les difficultés présentes.

4. Plus de la moitié des candidats a répondu correctement en oubliant parfois de faire
tendre A vers +oo.

5. (a) Un candidat sur six a traité complétement et convenablement cette question
et un autre sixiéme des candidats n’a répondu qu’a une des deux questions
(généralement 'encadrement).

(b) La moitié des candidats a justifié 'une des deux questions (un partage équi-
table entre la convergence de la série et la somme de la série (sous réserve de
la convergence)) la moitié de ceux-ci (soit un quart des candidats) a répondu
correctement aux deux questions.

PROBLEME
PARTIE I : Etude d’un cas particulier.

La plupart des questions de cette partie ont été abordées par plus des trois quarts
des candidats.

1. La majorité des candidats a abordé ces questions d’informatiques (plus des trois
quarts). La premiére question est réussie par les trois quarts (avec couramment
des erreurs de syntaxe du type « if a = b = ¢ »), la seconde n’est correctement
menée que par 40 % et la derniére par moins d’'un candidat sur dix.

2. Une large majorité des candidats a bien répondu a cette question méme si certains
ont forcé le résultat pour obtenir la derniére égalité P (E3) = ... Si cette égalité
est mentionnée par le sujet, c’est pour permettre aux candidats d’avoir un test de
cohérence de leurs calculs précédents donc le correcteur attend une justification
honnéte et cohérente (au vu des calculs précédents du candidat).
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3. Seuls les meilleurs candidats (environ 10 %) donnent une justification raisonnable
(soit par des événements disjoints et du conditionnement, soit par un véritable
systéme complet d’événements).

4. Les réponses sont convaincantes pour la majorité des candidats (60 %) méme si
certains ne justifient pas la valeur de la limite.

5. Un bon tiers des candidats donne une réponse satisfaisante avec 1'utilisation adé-
quate de théorémes du cours, ce qui était indispensable pour les correcteurs a cette
question.

PARTIE 11 : Etude du cas général.

La plupart des questions de cette partie ont été abordées par 40 & 50% des candidats.
1. Prés d’un tiers des candidats est parvenu a expliquer cette égalité en frangais (ce
qui était attente des correcteurs).

2. Cette question n’est correctement réussie que par les meilleurs candidats méme si
preés d’un candidat sur quatre devine l’origine de cette formule mais les explications

sont partielles (systéme complet d’événements ou valeur de P (Aim) ).

3. Geénéralement, les candidats sachant justifier la valeur des probabilités P (F1) , .., P (En—1)
parviennent & justifier la valeur de P (Ey). Malheureusement, ils représentent
moins de 20% des candidats.

4. Cette question n’est réussie que par les meilleures copies.

5. Un quart des candidats justifie lexistence et 'unicité de rxy et la moitié d’entre
eux répond correctement aux deux autres questions.

6. La question est trés peu abordée et elle n’est réussie que par quelques dizaines de
candidats.

7. La convergence est justifiée par une petite minorité de candidats (un quart) et
seules les meilleures copies calculent la valeur de la somme de la série.

8. (a) Pres d’'un tiers des candidats justifie I'une des inclusions et 20% des candidats
justifient 1’égalité.
(b) La question est trés peu abordée et elle n’est réussie que par quelques dizaines
de candidats.

PARTIE III : Calcul de P (E,).
Cette partie n’est abordée que par une faible minorité des candidats (moins de 25
%) sauf la premiére question qui est abordée par la moitié des candidats.

1. Si quasiment tous les candidats abordant cette question (45 %) répondent a la
premiére partie de la question, seuls les meilleurs candidats parviennent & conclure.
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2. Seules les meilleures copies (entre 5 et 10%) répondent aux questions 2.a et 2.b.
Une minorité d’entre eux justifie la réponse a la question 2.c.

3. Une dizaine de candidats parvient a traiter cette question.
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