Mathématiques - QCM (40 points)

Pour chaque Exercice, plusieurs affirmations sont proposées. Pour chaque aftirmation, vous direz
si elle est vraie ou fausse en cochant la réponse choisie sur la feuille de réponses.

Aucune justification n’est demandée.

Une réponse fausse sera pénalisée par des points négatifs.

Pour chaque exercice, le total des points obtenu ne peut étre strictement négatif.

Aucun point n’est enlevé en I'absence de réponse.

Les exercices sont tous indépendants.

Premiére partie — Calculs

Exercice ]

(8)'x(v3)° _ 4

I'A' —5 .
63x16x(V2) 3
Vrai.
2 5 5 4
(V8)"x(v3)" _ 8x3x3xv3x(v2)" _ (V2) _ 4
63xV6x(vZ) T 23x33xv3xv2 3 3
810 _ 410 . 10
I'B' w —_ 2 .
Faux.
810 — 410 810 1 1 1 1
< < <s=—<3<4.0r4<21°
10 _ @10 — 10 _ @10 — 10 — 10 — 5 — 1 =
T O S T T T T
4 3
I-C- 2+ — = =
1-— 2
-3
Vrai.
4 4 4 1 3
2+1_i5_2+ _%_2-'—_1—9_2_5_ 7
-3 3
. . (a™)? n
I-D- Pour tout entier naturel n et tout réel a non nul, —7—=— = a".
2
Vrai.
(an)Z _ (an)Z - (an)Z _ n
a'+a™ T 24" T n T a.
2 2
2
I-E- Pour tout réel a supérieur ou égal a 1, (\/a —Va+ Ja+ \/C_l) = 2a.
Faux.

(\/a—\/E+ \/a+\/5)2=a—\/5+a+\/a+2><\/a—\/5x\/a+\/5=2a+2\/a2—a.

Or, pour a # 1, cette quantité est différente de 2a.
I-F- In(10%) — In(10%) — In(0,01) = 21n(100).
Vrai.
In(10°) — In(103) — In(0,01) = 5In(10) — 3In(10) — (—2) In(10)
= 41n(10) = 21n(100).



Exercice I1

II-A- Soit m un nombre réel.
L’équation x? + (m + 1)x + 1 = 0, d’inconnue x, n’admet pas de solution réelle si et
seulementsim € |-3;1][.
Vrai.

Le discriminant du polynéme du second degré x* + (m + 1)x + 1 vaut
A=m+1)?—-4=m?>+2m-3=(m+3)(m-1).
L'équation x* + (m + 1)x + 1 = 0, d’'inconnue x, n’admet pas de solution réelle si et
seulement si A < 0, c’est-a-dire si et seulementsim € |-3; 1].

II-B- Soit m un nombre réel strictement inférieur a 2.
L’ensemble S des solutions réelles de l'inéquation fn_—_"zl > 3, dinconnue x, est
S=1]4m—6; +oo[.
Faux.

;___"2‘ >3 ©x—m < 3(m— 2) car m — 2 est strictement négatif

S x<4m-—6.
Donc I'ensemble S des solutions réelles de I'inéquation % > 3, d’'inconnue x, est

S=]-0;4m—6 |.

Exercice III

Soient x et y deux réels non nuls.
III-A-  Six < 2y,alorsx? < 2xy.
Faux.

x = —1,y = 1 est un contre-exemple. En effet, six = —1 ety = 1, alors 2y = 2, x2=1et
2xy = —2.Ainsix < 2yetx? > 2xy.
Plus généralement, on a:
Si x est négatif alors x < 2y implique x? > 2xy.
IMI-B- Six < 2y,alors2x < x + 2y.
Vrai.

Six <2y,alors x + x < 2y + xsoit2x < x + 2y (addition du méme nombre réel a chaque
membre de I'inégalité).
IlI-C- Six < 2y,alorsx? < 4y2
Faux.
x = —3,y = 1 estun contre-exemple. En effet, six = —3 ety = 1,alors x> = 9 et 4y? = 4.
Ainsi x < 2yetx? > 4y?.
Plus particuliérement, on a:
Sur |—oo; 0], 1a fonction carrée est décroissante doncx < 2y < 0 implique x> > 4y>.
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Deuxiéme partie - Fonctions

Exercice IV

*—1

Soient f la fonction définie sur R par f(x) = Zx+1 et Cr sa courbe représentative dans un repere
orthonormé.
IV-A-  Cr admet une asymptote d’équationy = 1.

Vrai.

. . X-1 . e*(1-e™) . 1-e™* . _
lim f(x) = lim — = lim ——— = =1car lim e™ = 0.Donc C
x—+00 f( ) x—+00 €¥+1 x—+00 €¥(1+e™%) x—+o00 1+e™* x—+00 f

admet une asymptote d’équation y = 1 au voisinage de +co.
IV-B- (; admet une asymptote d’équationy = —1.

Vrai.

i i | . , .
lim f(x) = lim £ = = —1car lim e* = 0.Donc Cy admet une asymptote d’équation
X—>—00 x——oo €¥+1 X——00
y = —1 au voisinage de -co.

IV-C- (; admet une asymptote d’équation x = 1.
Faux.

L . R . -1
f est définie et continue sur R. Elle admet donc une limite finie en x = 1 qui vaut %
IV-D- f est décroissante sur R.

Faux.
, X X+1 —aX X_1 2 X ,
Pour tout réel x, f’ (x) = ¢ (e (e’)f+i)2(e ) = (ele)z. Donc pour tout réel x, f’(X) > 0ce
qui signifie que f est strictement croissante sur R.
, 1-e¥
IV-E- Pourtoutréelx, f(—x) = Tror
Vrai.
e -1 e *(1-e¥) 1-e*

Pour toutréel x, f(—x) = —— = F(1re) — 1rer

Troisieme partie - Suites numériques
Exercice V
. . 1 .
Si (Up)nen+ €st une suite telle que |u, — 1| < — pour tout entier naturel n non nul, alors

. 1 1
V-A- pour tout entier naturel n non nul, —1 — —SUp < -1+ —

Faux.

La suite (u,)nen+ définie pour tout entier naturel n non nul, par u,, = 1 est un contre-
. 1
exemple. En effet, pour tout entier naturel n non nul, |u,, — 1| = 0 donc |u,, — 1| < — Et
1 4 ’ 7_ = 7
pourtant1 > —1 +— donc I’encadrement n’est pas vérifié.

V-B- (Up)nen+ €st majorée par 2.
Vrai.

) 1 1 .
Pour tout entier naturel n non nul, 1 — SSU, < 1+ LS 2 donc (u,)nen+ €st majorée par
2.



V-C- (Up)nen* €st minorée par 0.
Vrai.

. 1 1 .
Pour tout entier naturel nnonnul, 0 <1 — —Su, < 1+ - donc (u,)en+ €st minorée par
0.

V-D- (Up)nen* converge vers 0.
Faux.

. 1 1
Pour tout entier naturel n non nul, 1 — - <u, <1+ ~

lim 1--= lim 1+ % = 1. D’apres le théoréme des gendarmes, lim u, = 1.
n—+oo

n-+o n n-+oo
Donc par unicité de la limite, (u,,),cy- ne peut pas converger vers 0.

Exercice VI

On dispose des grains de riz sur les 64 cases d’'un échiquier : un sur la premieére case et on double
la quantité d’'une case a I'autre.
VI-A-  Le nombre de grains de riz placés sur la derniére case est 2°3.

Vrai.

Le nombre de grains de riz déposé sur chaque case constitue une suite géométrique (u,) ey
de raison 2 et de premier terme u, = 1. Le nombre de grains de riz placés sur la derniére
case est donc le 64¢me terme de cette suite soit ugz = ug x 263 = 1 x 263,

VI-B-  Le nombre total de grains de riz placés sur I'’échiquier est 26* — 1.
Vrai.

Le nombre total de grains de riz placés sur I’échiquier est donc la somme S des 64 premiers

1-264 _ 264 ~1
1-2 '

termes de cette suite géométrique.Ona § =

Quatriéme partie — Géométrie dans le plan

Exercice VII

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on considére les vecteurs i et ¥ de coordonnées
respectives :

- (—=3++6 ) _,(—3)
u et v .
(\/§+3\/Z 3v2
VII-A- u-v= 27.

Vrai.

U v=(-3+v6)x(-3)+(V3+3V2)x3v2=9-3V6 +3V/6 +18 = 27.
VII-B- ||#]| = 2V/6.

Faux.

||ﬁ||=\/(—3+x/67)2+(\/§+3x/i)2=\/9+6—6\/€+3+18+6\/_=\/'E= 6.

VII-C- ||¥|| = 27.
Faux.

1Bl = \/(—3)2 +(3v2)" =918 = V27 = 313,



Exercice VIII

Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, on considére les points 4, B et C tels que :

AB =3 —1,4B - AC = 2 et cos BAC =§.

VIII-A- AC =6+ V2.

Vrai.

AB -AC = AB x AC x cos BAC.

_ 4BAC 2 4 V6+vV2 _ 4(V6+V2) _
Donc AC = 7o e = WI-DxZ  Ve—V2 T Ve+v2  6-2 V6 +2.
2

VIII -B- Une mesure de I'angle BAC est 30°.

Faux.

cos BAC = g or cos 30° = —.

S



REPONSES A L’EXERCICE I de Mathématiques Spécialité

I-1- x 0 +oo || I-2- L’équation g(x) = 0 admet une solution unique.
Variations
de g . La fonction g est continue et strictement croissante sur
10; +ool.
lim g(x) <0 et lim g(x) > 0.
x-0* x—+00
I-3- X 0 o +o0 D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires, '’équation g(x) = 0 admetune solution
Signe de g - 0 + unique

4 f'(x) =23 Eneffet: Pour tout x > 0,

(3x2—%)><X—(x3+1—1n(x)):3x3—1—x3—1+ln(x): 2x3+ln(x)—2: g(x)

fix = x? x? x? x?
I-5- a- lir£1+f(x) = +oo . En effet: I-5-b- lir+n f(x) = +oo. Eneffet:
x— x—+00
;L‘g} In(x) = —co etgl(g(ﬁ +1) =1 Pour toutx > 0, f(x) = x* + i - @
donc lim (x3 + 1 — In(x)) = +oo. lim x2 = 4o . lim 1= 0
x-0% x>+ " x>+oo X
. L . . _
De plus, ,!L%!r x = 07 donc par quotient ,!L%!r J(x) = oo et par croissance comparée, li{rn @ =0.
x>+
x 0 a o Donc par somme lim f(x) = +oo,
1-6- +o0 +00 e
Variations \ /
def f@)
REPONSES A L’EXERCICE II de Mathématiques Spécialité
I-1-  AB(—4; —-2; —2) AC(-1; -2;1) |I-2- AB= J(—4)2 + (-2)2 + (-2)? = V24 = 2V/6.

II-3-a- Les points 4, B et C ne sont pas alignés. En effet : Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.

II-3-b- Une équation cartésienne du plan (ABC) est:x - y- z + 4 = 0.En effet:
Xa—Ya Zy + 4 = 1—2—3+4:0,x3—yB—ZB +4=-3-14+4=0
et xc-Yc-2¢c+4=-4+4=0.

Il existe un unique plan passant par les trois points non alignés A, B et C.

I-4-a- I(—1;1; 2) II-4-b- Une équation cartésienne du plan Pest2x +y+z—1 = 0.

En effet: AB(—4; —2; —2) est un vecteur normal au plan P, donc une équation cartésienne de P est de la forme
—4x — 2y —2z+d = 0.DeplusI € P, donc ses coordonnées vérifient 'équation cartésienne du plan et on
a—4x1—2y1—221+d=0 @4’—2—4""(1:0 <:>d=2.

Donc une équation cartésienne de Pest —4x — 2y —2z+2 =0soit2x +y+z—1 = 0.




II-5-a- Les plans P et (ABC) sont sécants selon une droite D. En effet : Les vecteurs normaux de P et (ABC) ne
sont pas colinéaires, donc ces deux plans sont sécants selon une droite.

x=-1
II-5-b- Un systéme d’équations paramétriques de la droite Dest:{y =t ;tER.
z=—-t+3

II-6-a- Une équation cartésienne de S est: (x + 1)% + (y — 1)* + (z — 2)* = 6.

II-6-b- Le point C appartienta S. Eneffet: 1€ = (0 + 1) + (0 — 1)? + (4 — 2)?> = 6 donc IC = /6 = %

II-6-c- Le triangle ABC estrectangle en C. En effet : Eﬁ(l ;2;—1)et E‘Ti(—B ;0;-3).

OnaCA-CB = -3 + 0 + 3 = 0 donc les vecteurs CA et CB sont orthogonaux.

REPONSES A L’EXERCICE III de Mathématiques Spécialité

1 = 3 1 1
m-1-  P(T) = P(M) =,  Pr(4) =3 Pr(A) = .

I-2- P(4)) = % . En effet : D’apres la formule des probabilités totales,

P(Ay) =P(T N A;) + P(T N Ay) = P(T) x Pr(4;) + P(T) X Pr(A;) =3 X5+ 3 X5 =1.
1
o _ P(TNAy) _ P(DxPr(A4y) _ g _ 1
111-3- PAl(T) - 2" En effEt . PAl(T) - P(Al) - P(Al) - % o 2 )
N 1\" 1/1\"*  3/1\" -5- =
-4 Pr(an) = (3)  Prean) = (3) P = 5(5) +5(5) - s
I-6- lim P, (T)=1.
n-o+oo M

. . 3" . 3" : 1 i

En effet : nl_l)r+noo P, (T) = nl_l)r+noo 3n43 nllgloo 3"(14og) rll—l>grn°0 Top 1ear3 > 1 donc 111—l>!l-rgo 31 0




