X ULC Maths A 2013

1. Opérateurs sur les fonctions a support fini

1la

L’ensemble V est un sous ensemble de CZ qui est non vide puisqu’il contient ’élément nul de CZ. Soient f et g, deux
éléments de V et A € C. Alors le support de Af + g est inclus dans 'union des supports de f et de g. Il est donc fini et
on a bien

Y(f,9,\) EVZXC, Af+geV

ce qui montre que V est un sous-espace vectoriel de CZ.

1b
Soient f et g, deux éléments de V et A € C. Alors, pour tout entier relatif &, on a

EAf+9)(k) = (A\f +9)(k+1) = Af(k+1) +g(k+1) = (AE(f) + E(g)) (k)

Donc F est bien une application linéaire. De plus, le support de E(f) est en bijection avec le support de f (par ’application
o :k — k+1). Par conséquent, ces deux supports sont simultanément finis, ce qui montre que V est stable par E.

2
On a déja montré que F était un endomorphisme de V. Il reste & montrer qu’il est inversible. On définit pour cela
I’application G : V' — V telle que, pour tout élément f de V, on a

VkeZ, G()(k) = fk—1)

On remarque que G est lui aussi un endomorphisme de V' et qu’il vérifie F o G = G o F' = Idy. On a donc montré que E
est inversible.

3a
Montrons que la famille (v;);cz est libre : soient (););er une famille finie de C indexée par I C Z telle que

Z )\ivi =0

il
En évaluant 'identité précédente en k € I, on montre que A\, = 0 et ce, pour tout k € I, ce qui montre que la famille
(Ui)ieZ est libre.
Montrons que la famille (v;);cz est génératrice. Soit f € V alors le support de f est fini et f = Z f(?)v;. La famille

i€Supp(f)
engendre donc bien V.

Finalement, on conclut que la famille (v;);cz est une base de V.

3b
Soit i € Z. Pour tout entier relatif &k, on a
E(v;)(k) = vi(k+1) = v;—1(k)
On en déduit que, pour tout i € Z, E(v;) = v;—1.

4

Les endomorphismes H o E et F o H + 2F sont égaux si et seulement s’ils coincident sur la base des (v;);cz.
Soit i € Z, on a

HoE(v;) =Ai—1)v;—1
et
E o H(v;) + 2E(v;) = (A(@) + 2)vi—q

Ainsi, il y a égalité si et seulement si
(1) VieZ, \Ni—1)= A1) +2

1
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Par suite, s’il y a égalité, alors pour tout ¢ € N*|

~.

et

Donc, le cas ¢ = 0 étant évident,
HoE=EoH+2E = (Vi€ Z, A(i) = A(0) — 2i)
Réciproquement, si pour tout entier relatif ¢, on a A(i) = A(0) — 2¢ alors la relation (1) est vérifiée. On conclut que,

HoFE =FoH+ 2F si et seulement si, pour tout ¢ € Z,
A1) = A(0) — 24

5

Les endomorphismes E o F et F'o E 4+ H sont égaux si et seulement s’ils coincident sur la base des (v;);ez.
Soit i € Z, on a

Eo F(v;) = (i) v
et
(FoE+ H)(v;) = (u(i — 1) + A(2)) v; = (u(i — 1) + A(0) — 2i)v;

Ainsi, il y a égalité si et seulement si,
(2) Vi€ Z, u(t) = uli — 1)+ A(0) — 24

Par suite, s’il y a égalité, alors pour tout ¢ € N*|

p(i) = p(0) + > (u(k) = p(k = 1)) = p(0) + Y _ (A(0) — 2k)
k=1 k=1

= p(0) 4+ iX(0) — 2@ = p(0) +4(A(0) — 1) — 42

et _ )
p(—i) = p(0) + ) ((—k) — p(=k +1)) = p(0) = Y (A(0) + 2k)
k=1 k=1
= (o) — i) — 2 = o) —ia0) — 1) -2

Donc, le cas 7 = 0 étant évident,
EoF=FoE+H= (Vi€ Z, p(i) = pn(0) +i(A(0) — 1) — i?)

Réciproquement, si pour tout entier relatif i, on a (i) = p(0) +i(A(0) — 1) —42, alors la relation (2) est vérifiée. On conclut
que Fo FF'=F o FE + H si et seulement si, pour tout ¢ € Z,

(i) = u(0) +i(A(0) — 1) — &

6.a
Soit f € V, S son support et soit n € N. Alors on a f = Z f(k)vg, ce qui implique, par récurrence rapide, que
kes
H™(f) =Y f(k)A(k) vk € Vect{vy, k € S}

kes

Ainsi, pour tout f € V, on a
Vect{H"(f), n € N} C Vect{vg, k € S}

Comme S est fini, le sous-espace vectoriel Vect{H"™(f), n € N} est de dimension finie car c’est un sous-espace de
Vect{vg, k € S} qui est de dimension finie.

6.b
Soit W un sous-espace vectoriel de V' stable par H et non réduit & {0}. Montrons qu’il contient un des v;.
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Soit f € W\ {0}. Le sous-espace vectoriel W' = Vect{H"(f), n € N} est donc stable par H, de dimension finie
non nulle et inclus dans W. 1l est de plus inclus dans le sous-espace vectoriel Vect{vy, k € Supp(f)} sur lequel H est
diagonalisable
Par suite 'endomorphisme H\y est diagonalisable sur W’. Comme le corps de base est C, Hy» posséde un vecteur propre
que l'on note g. Ainsi, g est aussi vecteur propre de H.

Il reste & montrer qu'il existe ko € Z tel que g = vy,. Si on note A la valeur propre associée a g alors

H(g=X= Y k= D g(k)(M0)—2k)uy
keSupp(g) keSupp(g)
Par conséquent, comme g ne s’annule pas sur Supp (g), on a
Vk € Supp(g), A= X0)—2k

Le support de g a donc au plus un élément. Comme g # 0, on en déduit que son support est un singleton et que g est
colinéaire & un des v;. Finalement, il existe i tel que v; € W.

Dans la suite de la partie I, on a

VicZ, MNi)=—2i et p(i)=1—1i—1i*

7.a
Montrons que ’endomorphisme F' est injectif : soit f € Ker I telle que f # 0. Comme f = Z f(k)vg, on a
keSupp(f)

F(fy= > fRQA—k-k)=0
ke Supp(f)

Comme la famille (Uk>kesupp(f) est libre, on en déduit que

Vk € Supp(f), fk)(1—k—k*)=0

ce qui est absurde car le polynome 1 — X — X2 n’a pas de racine dans Z et car f(k) # 0 si k est dans le support de f. On
en déduit que le sous-espace vectoriel Ker F' est réduit a {0} et que ’endomorphisme F est injectif.
Montrons maintenant que I’endomorphisme F' est surjectif. Pour tout entier relatif n, on a

1
Un+1 :F(

M) € fmk
ce qui montre que F est surjectif. Ainsi, F' € GI(V).
7.b

Si E était d’ordre fini » > 0 alors on aurait E"(vg) = vg i.e. v_, = vy ce qui est absurde. Par suite, E n’est pas d’ordre
fini.

r—1
Si F était d’ordre fini » > 0 alors on aurait F"(vg) = vy i.e. H wu(k) v, = vy ce qui est absurde. Par suite, F' n’est pas
k=0
d’ordre fini.
7.c
Soit f € KerH. Comme f = Z f(k)vg, on a

keSupp(f)
H(f)y= > f(k)(-2k),=0
keSupp(f)

Comme la famille (Uk>kesupp(f) est libre, on en déduit que Supp(f) C {0} et donc f € Vectvy i.e. KerH C Vectvy.
Réciproquement, vy € KerH donc
Ker H = Vect vg.

Supposons qu’il existe » > 1 tel que H" = Idy alors on aurait H" (vg) = 0 = vg ce qui est absurde. Par conséquent,
H n’est pas d’ordre fini dans le groupe GL(V).
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8.a
L’application @ : C[X]| — C[E], P — P(E) est surjective par définition et est un morphisme d’algébres.
d

De plus, si P = Zaka € Ker @y alors
k=0

d d
Dp(P)(vg) = ZakEk(vo) = Zakv_k =0
k=0 k=0

Comme la famille (v_);cpo q st libre, on en déduit que
VE € [0,d], ar=0

i.e. P = 0. Par suite, ®g est un isomorphisme d’algébres donc C[X] et C[E] sont isomorphes.

8.b
L’application ®5 : C[X] — C[F], P — P(F) est surjective par définition et est un morphisme d’algébres.
d
De plus, si P = Zaka € Ker @ alors
k=0

d d k-1
Op(P)(vo) =Y _axF (o) = ax [[ u(i) vk =0
k=0 k=0 =0
Comme la famille (vg),¢pg 4 est libre, on en déduit que
k—1
Vk € [0,d], ay [ u(i)=0
i=0

Le polynéme 1 — X — X2 n’ayant pas de racines dans Z, on en déduit que
Vk € [0,d], ax =0

i.e. P =0. Par suite, &y est un isomorphisme d’algébres donc C[X] et C[F] sont isomorphes.

8.c
L’application @y : C[X] — C[H]|, P — P(H) est surjective par définition et est un morphisme d’algébres.
d
De plus, si P = Z ap X" € Ker 5 alors, comme pour tout i € Z, v; est un vecteur propre de H associé a la valeur propre
k=0

—24, on en déduit que
Vi € Z, (I)H(P)(Ul> =0= P(—2i)vi
donc
VieZ, P(—2i)=0
i.e. le polynéme P admet une infinité de racines, ce qui prouve que P = 0.
Par suite, @ est un isomorphisme d’algébres donc C[X] et C[H] sont isomorphes.
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2. Intermeéde

9

Par définition, U, = {¢", r € Z}. Montrons que I'on a aussi U, = {(¢*)", r € Z}.
On a immédiatement {(¢*)", r € Z} C U,. Réciproquement, soit p € N tel que £ = 2p + 1. Alors ¢ = ¢??™! =1 donc
q=q % =(¢*)7P. Ainsi, ¢ € {(¢*)", r € Z} puis U, C {(¢*)", r € Z}.
Finalement, Uy = {(¢?)", 7 € Z} et ¢* est une racine primitive (-iéme de I'unité.

1132:1 tout entier i € [1,£ — 1], on a G4(v;) = vi41 et Gg(eg) = avy. Par conséquent,
Gl (v1) = G wo) = ... = Gulvg) = avy
et, pour tout entier i € [2, /],
Golvi) = Go(Gy H(w) = G (Ga(w)) = G Hav) = av;

On en déduit que , GY = aldyy,.
Ainsi, G, est annulé par le polynéme X* — a qui est scindé & racines simples (ses racines sont les racines f-iémes de a).
Par conséquent, G, est diagonalisable.

10.b

p
Le polynéme X* — a est en fait le polynéme minimal de G,. En effet, si P = Z ap X" est un polynéme annulateur
k=0
de degré p avec p < £, alors on a

P(Gy)(vo) = Z arvr =0
k=0

Comme la famille {v;,7 € [1,k]} est libre, cela implique P = 0. Le polynome minimal de G, est donc de degré au moins
¢. On en déduit que le polynoéme X* — a est le polynéme minimal de G,. Par conséquent, les valeurs propres de G, sont
donc exactement les racines ¢-iéme de a i.e. bU,.

Cherchons maintenant & décrire les espaces propres : soit k& € [0,£ — 1], Ay = bg® et f € W, de coordonnées
(f(0),..., f(£—1)) dans la base {v;,i € [0,£ —1]} . On a

(@)= Mef(i+1) Vie[0,6—2]
ft—1) = A f(0)
{\ﬁ € 0,6 —2], f&) = AT —1) = a0 - 1)
af(f—1) = A f(0)
& Vie0,0—-1], f(i) = AT f (0= 1) = albg®) (0 - 1)

f e Ey, @{
a

Ainsi,

7

-1
Epr = Vect ( (bqk)_ivi>
=0

11
Soit i € Z et (p,r) € Z x [0,£ — 1] tel que i = pl + r alors

P, o P,(v;) = P,(av,.) = aPv, = P,(v;)

Les endomorphismes P, o P, et P, coincident donc sur la base (v;);ez donc P, o P, = P, i.e. P, est un projecteur.
Par définition, Im P, C Vect{v,, r € [0,£ — 1]} = W, et

vr e [0,£—1], v, = Pa(v,) € ImP,
donc I'mP, = Vect{v,, r € [0,{ - 1]} =W,
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3. Opérateurs quantiques

igs endomorphismes H o E et ¢>F o H sont égaux si et seulement s’ils coincident sur la base des (v;);ez. Soit i € Z,
HoE(w)=Mi—1Dv_1 et ¢*EoH(v)=qgNi)vi_1
Ainsi, il y a égalité si et seulement si
(3) VieZ, \i—1) = ¢*\4)

On suppose maintenant que cette relation est vérifiée.
Si la fonction A s’annule sur Z, alors elle est identiquement nulle et, pour tout i € Z, A(i) = A\(0)g~2".
Sinon, pour tout entier naturel ¢ € N* on a

TRy gy
0) x [ T = A0)g
k=1
et 4
N T A=k 2
A—=i) = A(0) x k]l R A0)q
Le cas ¢ = 0 étant trivial, on a
Vi € Z, (i) = M0)g~*

Réciproquement, si pour tout entier relatif i, on a A(i) = A\(0)g~2, alors la relation (3) est vérifiée.
Par conséquent, H o E = ¢?E o H si et seulement si, pour tout i € Z,

(i) = M0)g ™

13
Soit K € L(V) tel que, pour tout entier relatif i, K(v;) = A(0)~'¢g*v; alors

Vi€Z, KoH(v)=K(A0)q *v)=uv; et HoK(v;)=H(M0) '¢*v;) =v;
Ainsi, K = H~! donc H € GL(V).

14
Les endomorphismes F o F et F o E+ H + H~! sont égaux si et seulement s’ils coincident sur la base des (v;)icz.
Soit i € Z,
EoF(v)=p()v; et (FoE+H+H ") (v;)= (u(i—1)+M0)g~ % —A0)'¢*)v;
Alinsi,
EoF=FoE+H+H '& (Vi€ Z p(i)=p(i—1)+A0)g > —A0)""'¢*)

15.a
Soit i € Z alors
Ali+6) = M0)g~0+) = A(0)g™% = A(3)
Donc £ est une période de X i.e. A est périodique sur Z et sa période divise /.
Soit i € Z alors

£—1 -1
pli+4) = +Z (i+k+1) = p(i + k) = p(i) + A(0) > g7 = M0)"" D ¢**
k=0 k=0
—2¢ Y,
() + A0 T = A0) 7 =L = i)

Donc £ est une période de p i.e. pu est périodique sur Z et sa période divise /.

15.b
Soit T une période de A alors A\(T') = A(0) i.e. ¢~27 = 1 donc / divise 27". Comme £ est impair, on en déduit que ¢
divise T'. La période de A est donc /.
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15.c
T+i—1
Soit T une période de p alors pour tout i € [0,¢ — 1], (T + i) = u(i) ie. Z (p(k +1) — p(k)) = 0. Donc
k=i
' _41_q—2T B 41_q2T
Vi€ [0,6—1], M0)g ' ——— = \0)""¢¥
i€ [o, I, (0)q 1—q2 0)"q 1—¢
Si ¢®T # 1 alors pour tout i € [0,/ — 1], on a
4 1— 2T 1_ 2
¢ = A0 :

1-q21—g7T
Le membre de droite ne dépend pas de 5. On a donc nécessairement ¢* = 1, ce qui est impossible car ¢ est d’ordre ¢ impair.
Par conséquent, ¢>7 = 1 et donc T = 0[¢] car ¢2 est d’ordre £. La période de p est donc £.

16.a
D’apreés la question 14, on a

C=(q—q " HEoF+q¢'H+qH™*
=(q—q¢ " )(FoE+H+H ') +q 'H+qH!
= (q—q_l)FoE—l—qH—i—q_lH_1

16.b
Soit i € Z alors
C(vi) = (¢ — ¢ ")puli = Vi + gA(0)g~ v — g7 A(0) g% v; € Vet (v;)
donc v; est un vecteur propre de H.

16.c
Soit  : Z — C, i+ (¢ —q (i — 1)+ A(0)g' ~2* — X(0)"1¢* 1. Montrons que « est constante ce qui prouvera que
C' est une homothétie de V' de rapport «(1). Soit ¢ € Z, alors on a
a(i+1) = (g—¢7") (u(i = 1) + A0)g™* = M0)7'¢*) + A(0)g~' 7 + A(0)"'¢* !
=(a—¢ =1+ A0) ((a—¢ g™ +¢7 ) = X0) 7" ((g = a H)g* +¢* )
= (g— ¢ (i —1) + A(0)g™* = A(0)~'¢*
= a(i)
Par conséquent, « est constante & (1) = (¢g—q¢~1)u(0)+A(0)g~ —A(0) "q. Les endomorphismes C' et «(1)Idy coincident

donc sur la base (v;);ez ce qui prouve que C est une homothétie de rapport
R(A0), 1(0),9) = (g — ¢~ )p(0) + M0)g~" = A(0)"'q

16.d
L’application C — C, u— (¢— ¢ Hu+ A(0)g~ + A(0)~1q est une fonction affine de coefficient directeur ¢ — ¢~! non
nul car g2 # 1. Par conséquent, c’est une bijection de C dans C.

16.e
Soient z € C* et z5 € C alors on a
20 = R(z,1(0),9) & 20 = (¢ — ¢~ )p(0) + 2¢7" +27"q
&2+ ((g—q ") —20) n(0)z+q=0
Le polynome z2¢~! + ((¢ — ¢7') — 20) p1(0)z + ¢ est de degré 2 car ¢ # 0. Il admet au moins une racine dans C. De plus,
comme 0 n’est pas racine, les racines sont en fait dans C*. L’application C* — C, z — R(z, 1(0), q) est donc surjective.

De plus, pour tout zg € C, si ((q —qH - 20)2 1(0)2 — 4 # 0 (ce qui est le cas pour tous les complexes sauf deux) alors
zo a deux antécédents. Ainsi, 'application C* — C, z — R(z, 1(0), q) est non bijective.
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4. Opérateurs quantiques modulaires

17.a
Soit ¢ € L(V) commutant avec P, alors, comme P, est un projecteur, on a

P,opoP,=P,0P,0¢p=PFP,00¢

Par conséquent, ¢ est compatible avec P,.

17.b
Soit i € Z et (p,r) € Z x [0,£ — 1] tels que i = pf + r. Alors on a
Pa oHo Pa(vz) = Pa (A(O)q*%apth) = )\(O)quapv,.
et _ _
P, o H(Uz) =F, (A(O)qimvi) A(O)qimapl)?“

donc H est compatible avec P, car les endomorphismes P, o H o P, et P, o H coincident donc sur la base (v;)icz-

De méme, si on considére i € Z et (p,r) € Z x [0,¢ — 1] tels que i = pl + r, alors

P,oH ' o Py(v;) = P, (M0)"'g*aPv,) = A(0) ' ¢*aPv,
et 4 4
P, o H ! (v;) = Py (M0)"'¢*v;) A(0) "' ¢* aPv,

Donc H~! est compatible avec P, car les endomorphismes P, o H~ o P, et P, o H~! coincident donc sur la base (v;);cz-

18
L’ensemble U, est inclus dans L£(V') et contient Oz et Idy.
Soient (¢1,¢2) € Uy et A € C alors
Pao(¢1+)\¢2)0Pa:Pao¢1OPa+>\PaO¢20Pa:Pao¢1+)\Pao¢2:Pao(¢1+)‘¢2)
et
PoogrogaoPy=PoogroP,0¢30P, =FP,0¢10P,0¢2=DP,0¢10¢2
Par suite, U, est une sous-algébre de L(V).

19
Soient i € Z et (p,r) € Z x [0,£ — 1] tels que ¢ = pl 4 r alors
aPv,._1 sir#£0
P,0EoP,(v;) = P, (aPvp—1) = 1 .
a’" v sinon
et
alv,_1 sir#£0
Pa o} E(UZ) Pa (1)1'_1) = 1 .
al’ e sinon

donc FE est compatible avec P, car les endomorphismes P, o E o P, et P, o E coincident sur la base (v;);ez-

Soient i € Z et (p,r) € Z x [0,¢ — 1] tels que ¢ = pl + r alors
w(r)yaPv.—qy  sir#£€—1

P,oFoP,(v;) = P, (u(i)aPv,41) = 1 .
p(r)aP g sinon
et (0
w()aPv._1 sir#£4-1

Pa F i :Pa ] 4 =

o F(v) = Pa (u(i)vir) {#(i)apﬂvo

Comme p est ¢ périodique, F' est compatible avec P, car les endomorphismes P, o F'o P, et P, o F' coincident sur la base
(vi)iez-

20.a
Soit ¢ € U,. L’endomorphisme ¥, (¢) : W, — Wy, =+ P, o ¢(x) vérifie

Vo € Wy, Wo(p)o Py(x) = P, op(x)
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Soit U € L(W,) tel que pour tout z € Wy, Uu(¢) o Py(x) = P, o ¢(z) alors
Vo € Wy, ¥(z) = Vo Py(x) = Pyog(x) =Vu(p) o Polz) = ¥u(9)(2)
donc ¥ = ¥, (¢). Ainsi, ¥,(¢) est 'unique endomorphisme de W, tel que
Vo € Wi, Wa(¢) o Polx) = Py o d(x)
De plus, soient (¢1,¢p2) € U(? et A € C alors
Vo € Wy, Pao(d1+ Ap2)(c) = Po o d1(x) + APy 0 da(c)
donc U, (¢1 + Ap2) = ¥, (¢1) + AW, (¢2) = et
Vo € Wy, Pyod10¢a(x)=Pyop10Py0¢a(x)=Pyod1(Va(d2(2)) =V (1) (Yo (P2(2)))
soit W, (¢1 0 ¢2) = Uy (d1) 0 Uy ().

Par suite, ¥, est un morphisme d’algébres.

20.b
Soit ¢ € U, alors
¢ €KerV, & (Ve € Wy, P,o¢(x)=0)

& (Vi€ [0,—1], P,o¢(v;) =0)
< (Vi€ 0,0 —1], ¢(v;) € Ker P,)
Or, pour tout ¢ € Z et (p,r) € Z x [0,¢ — 1] tel que i = p +r,
P,o¢(v;) =P,o0¢poP,(v;) = P,odo Py(v)
donc Im(¢) = Vect{p(v;), i € [0,¢ — 1]}. Ainsi,
¢ € KerU, & Im(¢p) C Ker P,
Comme P, est un projecteur,
KerP, = Im(Idy — P,)
= Vect{(Idy — P,)(vpe4r, (p,7) € Z x [0,¢ — 1]}
= Vect{v; — aPv,, (p,7) € Z x [0,¢ — 1]}
Ainsi,
¢ € Ker ¥, < Im(¢) C Vect{v; — aPv,, (p,r) € Z x [0,£ — 1]}

21.a
Par définition,
U, (E)(vg) = Py o E(vg) = Pa(v_1) = a tvp_y

21.b
Soit i € [0,£ — 1], alors ¥, (E*)(v;) = Pa(vi—¢) = a 'v;, donc W, (EY) = a~ dy,.

21.c
Comme ¥, (E*) = a~'Idy,, on a
C[U.(E)] = Vect{T,(E*), k € [0,£ 1]}

Montrons que la famille (¥, (E")) est libre, ce qui prouvera que C [¥,(E)] est de dimension /.

kef0,6—1]
-1 -1
Soit (ck)gepo,e—17 une famille telle que ch\I!a(Ek) = 0 alors ch\Ila(Ek)(vo) = 0. Or, pour tout k € [0, ¢ — 1],
k=0 k=0

U, (E®)(vo) = Pyo (v_g) = {a_lvé—k sik#0

Vo sinon
-1
donc COUO+Z cxa " vg_y, = 0. Laliberté de la famille (v;);cz et la non nullité de @ implique donc que la famille (Ck)ke[[o,eq
k=1

est nulle.
Par conséquent, C [¥,(E)] est de dimension ¢.
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21.d

Soit i € [0, ¢ — 1] alors

Vi1 sit=#0
a Yoy sinon

U, (B)(v;) = Pao (v;_1) = {

Par conséquent, ¥, (E) = G . Les valeurs propres de ¥, (E) sont donc les racines /-iéme de a~* et pour tout k € [0,¢—1],
-1

'espace propre associé a puy = b~ 1q™" est Vect Z(bqk)*lvi
7=0

22.a

Soit i € [0,¢ — 1] alors ¥, o H(v;) = P, (A(i)v;) = A(4)v;. Ainsi, par le méme raisonnement qu’a la question 6.b, si
f € W\ {0} alors le sous-espace vectoriel W' = Vect{ H"(f), n € N} est non réduit & {0}, stable par H, de dimension
finie non nulle et inclus dans W. 1l est de plus inclus dans le sous-espace vectoriel Vect{vy, k € Supp(f)} sur lequel ¥, 0 H
est diagonalisable
Par suite W, o H)y est diagonalisable. Comme le corps de base est C, ¥, o Hy posséde un vecteur propre g. Ainsi, il
existe un vecteur propre de ¥, o H, g, appartenant & W' et donc a W.
Il reste & montrer qu'il existe ko € Z tel que g = vg,. Si on note A la valeur propre associée & g alors

VyoH(g)=Ag=X > gko= >  gk)M0)g > vy
keSupp(g) ke Supp(g)

Par conséquent,
Vk € Supp(g), A= A0)g*"

donc le support de g a au plus un élément car A(0) # 0. Comme g est non nulle, le support de g est un singleton {ko} ce
qui implique que v, € Vect(g) et par conséquent que v, est un élément de W.

22.b
Si W est stable par W, (E) et contient v, i € [0,£ — 1] alors W contient tous les (v;);c[o,¢—1] donc contient W,. Par
suite, W = W,.

23
Soit i € [0, ¢ — 1] alors

(i) Vit sii#AL—1
ap(l — 1)vg sinon

Vo (F)(vi) = Po o (i) vig1) = {

La matrice de W, (F) dans la base (v;);c[o,¢—1] est donc

0 e .. p(l—1)
1(0) :
0 p(1)

0 (=) 0
-1
On en déduit que ¥, (F)* = H w(k) Idy. Or, W, (F) est nilpotent si et seulement si ¥, (F)* = 0 donc si et seulement si
k=0

-1
[T wk) =0
k=0
Comme
Viel0,0- 1], (q— g ) = RO©), 4(0), ) — AO) ™ + A0)¢* !
’endomorphisme W, (F) est nilpotent si et seulement si R (A(0), 1(0),q) € {A(0)g~*7% — X(0)"*¢* ", i € [0,¢— 1]}



