X-ENS 2021 : épreuve A

Sous-groupes finis de GL, (%)
Un corrigé

Préliminaires

1. Si z est une racine de I'unité, alors il existe d tel que 2% et on a donc |z|¢ = 1. Comme |z| € RY,
le passage a la racine d-ieme est licite et donne |z| = 1.

Les racines de 'unité sont de module 1 ‘

2. Si g est d’ordre d alors X¢ — 1 annule g. Ainsi g est diagonalisable (car annulé par un polynéme
scindé simple) et ses valeurs propres sont des racines de X @ _ 1 et donc des racines de Punité.

3.

(a)

’Si g € GL,(C) est d’ordre d, alors g est diagonalisable a spectre inclus dans Uy

Les multiples de g dans [1,m] sont les entiers qui s’écrivent pq avec 1 < pg < m c’est a dire
J<p<

Comme 1 < 1, les entiers p convenables sont deux de [1, [m/q|]. Comme deux entiers p
différents donnent deux multiples différents, on conclut que

card({1 <k <m tels que ¢lk}) = L%J

Dans [1,m], il y a |m/q¢"| multiples de ¢" et |n/¢**!| multiples de ¢**'. Il y a donc
Ln/ qk’J — Ln / quJ éléments de valuation g-adique valant k. Remarquons que ce nombre est
nul pour k£ assez grand.

Puisque v, est multiplicative (vqy(ab) = v4(a)vy(b) par unicité de la décomposition en produit
de nombres premiers par exemple), on a

vg(mt) = " vy(a)

Dans cette somme, il y a Lm/qu — L’m/quJ

a k. On a donc (la somme est en fait finie)

o= Ee([z] -2

Comme Lm/ qk’J est nul pour k£ assez grand, on peut découper la somme et réindicer la

seconde :

k=1 k=2

entiers a qui apportent une contribution égale

les termes se simplifient et il reste




1 Eléments d’ordre fini de GL,(Z)

1.

g est C-diagonalisable et sa trace est la somme de ses deux valeurs propres A; et A\ (il suffit
en fait d’avoir la trigonalisabilité qui est vraie pour toute matrice complexe). Comme |);| = 1
(préliminaires), I'inégalité triangulaire donne

Tr(g)| <2

. Si les valeurs propres sont réelles, comme elles sont de module, elle valent 1 ou —1. On a donc

g% = I et donc d|2.

’ Si g est a valeurs propres réelles, son ordre vaut 1 ou 2‘

. On suppose ici que les valeurs propres de g ne sont pas réelles. Comme ¢ est réelle, ses valeurs

propres sont conjuguées, disons e’ et e, La trace, qui vaut 2 cos(f), est entiere et de module
< 2 et est donc dans {—2,—1,0,1,2}.

- Si elle vaut £2 alors cos(f) = %1 et les valeurs propres sont entieres et cela est exclu.

- Sielle vaut 0 alors cos(f) = 0 et les valeurs propres sont i et —i. Le polynome caractéristique
vaut X2 + 1.

- Si elle vaut 1 alors cos() = 1/2 et les valeurs propres valent —j et —j2. Le polynome
caractéristique vaut X2 — X + 1.

- Si elle vaut —1 alors cos(f) = —1/2 et les valeurs propres valent j et j2. Le polynome
caractéristique vaut X2 + X + 1.

Sisp(g) NR=0alors y, € {X?+1, X2+ X +1,X? - X +1}

. Dans le cas ou il y a des valeurs propres réelles, d € {1,2}.

Dans 'autre cas, g est semblable dans C & diag(\, \) avec A € {i, 5, —j} et 'ordre vaut alors 4, 3
ou 6.

lde {1,2,3,4,6}]

. Comme P est unitaire, on a

n—1 n
X"+ aX =][(X - =)
=0 k=1

On développe le second membre :
H(X —zr) = X"+ Z(—l)]ij"_] avec bj = Z H Zi,
k=1 j=1 1<iy < <ij<n k=1
et par identification des coefficients :
4 J
anj=C17" > [l
1<ig < <ij<n k=1

Dans cette somme, tous les termes sont en module plus petits que o/ et il y en a (?) Ainsi
(inégalité triangulaire)
lan—;| < <n) o
n—j| > j

Comme (?) = (nﬁj), on conclut que



vje[0,n—1], [a;] < (7)o"

6. Si g € GL,(Z) est d’ordre fini, son polynome caractéristique est a coefficients entiers et comme
toutes les valeurs propres de x4 sont de module 1, la question précédente montre que le coefficient
de X7 est plus petit que (?) en module et ne peut prendre que 2(?) + 1 valeurs. Ainsi

{xy tel que g € GL,(Z) est d’ordre fini} est fini

et son cardinal plus petit que le produit des 2(?) + 1 pour j € [0,n — 1].

7. Les valeurs propres des éléments de GL,(Z) d’ordre fini ne peuvent donc prendre qu’un nombre
fini de valeurs (nombre fini de polynémes caractéristiques n’ayant eux-mémes qu’un nombre fini
de racines). De plus chacune de ces valeurs propres est une racine de 'unité.

En notant m le plus grand entier tel qu’il existe une racine d'un y, envisageable possédant une
racine dans U,,, on est donc assuré que l'ordre d d’un élément GL,,(Z) d’ordre fini est plus petit
que m.

’{d € N, dg € GL,(Z) d’ordre d} est ﬁni‘

2 Sous-groupes finis de GL,(Z)

1. (a)

(b)

g étant d’ordre fini d est semblable & diag(A1,...,\,) avec \; € Uy. Ainsi, A est semblable
(par la méme matrice de passage) a diag(pi,...,Hn) OU ux = % On remarque que
k| < 2 < L.

’A est C-diagonalisable a valeurs propres de module < 1 ‘

Avec les notations précédentes (et comme (P~'BP)* = P~1B*P), il existe une matrice
inversible P € GL,(C) telle que

AF = P~ diag(uf, ..., uk) P

La matrice diagonale est de limite nulle quand k — 400 (car |ux| < 1 pour tout k) et par
théoremes d’opération, A¥ — 0.

Ceci signifie que toutes les suites de coefficients (AF[i, j]) sont de limite nulle.

Mais A étant & coefficients entiers, il en est de méme de A* et ainsi A* est nulle pour k
assez grand (& coefficients entiers en module < 1).

’ A est nilpotente ‘

g — I, est donc une matrice nilpotente et 0 est sa seule valeur propre. Comme c’est une

matrice diagonalisable, elle est nulle.

Notons ¢ 'application de réduction modulo m des coefficients.
Supposons avoir g1, g2 € G tels que ¢(g1) = ¢(g2)-
D’apres les propriétés dans 'anneau Z/mZ et avec la formule du produit matriciel, on a
¢(A)p(B) = ¢(AB). Ainsi,
0(91 " )e(92) = (91 e(or) = (o1 ' 91) = (1)

et, ¢ étant un morphisme additif,

o(97 g2 — I,) = ©(0)

9=9 Ly vérifie les hypothéses de la question 1 de la partie 2 (g9 € G car G est un groupe
et comme G est fini, A est d’ordre fini diviseur de |G|; de plus, on vient de voir que tous
les coefficients de g — I,, sont multiples de m). Ainsi g = I, et g1 = go.



(b)

La réduction modulo m est injective de G dans M,,(Z/mZ) ‘

Ceci est vrai en particulier pour m = 3 et G est donc de cardinal plus petit que M,,(Z/37Z),
c’est a dire

card(G) < 3"

3 Traces des éléments d’un p-sous-groupe de GL,(Z)

1. (a)

Soit k € [|1,£ —1]]. On a
k'(i) =(l—-1)...l—k+1)eN

Ainsi €|(£)k!. Or,/ANk=1quand 1 <k </¢—1 (car £ est premier) et donc { A k! =1 (par
exemple, car £ n’intervient dans la décomposition en produit de facteur premier d’aucun
des facteurs de la factorielle). Par lemme de Gauss, on conclut que /| (f;)

Wk e []1,0— 1], £(%)

Si x et y commutent, on peut utiliser la formule du binéme. En isolant les termes extrémes,

on obtient
—1 ,
(l’ + y)f . xﬁ - yZ — Z (k)xkyf—k
k=1

Avec la question précédente, on peut écrire
/—1

(x+1y) —at —yf = EZ oy’ F avec op € N
k=1

Comme R est un anneau, la somme est élément de R et ainsi

Vo,y €R, zy =y — (v +y)' — 2t —y' € IR

2. Notons C;(M) la colonne numéro i d’une matrice M. On a alors

det(Al + AQ) = det(C1(A1) + Cl(AQ), .. ,Cn(A1) + Cn(Ag))

Par multilinéarité du déterminant, on en déduit que

det(A1 +A2) = Z det(cl(Ah)y-“’Cn(Ain))

7:17~~1in€{172}

Dans cette somme, on a 2™ termes.

- Celui pour lequel 47 = --- =i, = 1 et qui vaut det(A;).

- Ceux pour lequel dp, i, = 2. Dans un tel terme, le développement par rapport a la colonne

p donne
n

det(C1(Aiy), .., CnlA,)) = (1P Fep Aglk, p]
k=1
ou les ¢i sont des déterminants d’éléments de M,,_1(R) et donc des éléments de R. Si
tous les coefficients de Ay sont dans I, cette somme est dans I (car I est un idéal donc
sous-groupe additif et stable par multiplication par un élément de R).

Ainsi, si tous les coefficients de As sont dans I, det(A; + As) —det(Asz) est dans I comme somme
de tels éléments.



Si tous les coefficients de B sont dans I, alors det(A + B) — det(A) € I‘

3. Montrons par récurrence (sur n) que dans 'anneau commutatif Z[X],

4.

(A1 An)' = (Af + - + A7) € (Z[X]

Le résultat est immédiat au rang n = 1.

Supposons le résultat vrai & un rang n > 1. Soient Ay,..., Ay+1 € Z[X]. On a alors (avec
1(b) et par commutativité de 'anneau)

n+1 ¢ n ¢
<Z Ak> - <Z Ak) + AL | € zX]
k=1
Par hypothese de récurrence,

(A1 + -+ Ap)' = (A + - + A7) € (Z[X]

Il reste & sommer pour obtenir le résultat au rang n + 1.

Soit alors P € Z[X]. On peut I'écrire P = ag + a1 X + --- + agX? et ainsi

d
P(X) e apxM +1z[X]
k=0

C’est & dire que P(X)* — P(X%) € ¢Z][X]. Ainsi (passsage & I'opposé)

(a)

VP e Z[X], P(X') - P(X)* € (Z]X]

X1, et M sont des éléments de l'anneau R = M, (Z[X]) et ces éléments commutent
(XI,)M = M(X1,) = XM). On peut ainsi utiliser 1(b) avec x = X1, et y = —M :

(X1, — M)" — (XL, + (-1)*M*%) € (R

Si £ > 3 alors, ¢ étant premier, £ est impair et (—1)¢ = —1. Ainsi

JA € M, (Z[X)), (XTI, — M)* — (X'I, — M*) = (A

Dans le cas ot £ = 2, on remarque que (X2I,, + M) — (X2I, — M) = 2M € 2R et le résultat
demeure vrai.

D’apres la question 3 utilisée avec P = xas, on a
X (X9 = (xm (X)) € 12]X] (%)

On se place dans 'anneau commutatif R = Z[X] et on utilise la question 2 avec I = (Z[X]
(idéal engendré par le polynome constant ¢) et B = (XI,, — M)’ — (X*I,, — M*) qui s’écrit
LA et dont tous les coefficients sont donc dans I. Cette question donne

det((X*I, — M%) + B) — det(X‘I, — MY eI

c’est a dire
det((XI, — M)*) — det(X‘I, — M*) e I

ou encore

X (X)" = xape (X € Z[X] (#x)

En soustrayant les relations () et (xx), on a donc



D.

7.

Xt (X°) = (X)) € (Z[X]

(¢) On a d’une part
Yare (X0 = X — T (MY XD 44 (=1)" det(MY)
xu(X) = X" = Te(M)X" ! -+ (=1)" det(M)
et d’autre part avec la question 3,
X (X5 = (xar(X))* € €Z[X]
Ainsi avec la question précédente
X (X) = xape(X°) € (Z[X]

Tous les coefficients de x ¢ (XY) — (xar(X))¢ sont des multiples de £. C’est en particulier
le cas du coefficient de X (D¢ et ainsi

Tr(M*) = Tr(M)(mod ¢)

On peut appliquer cecia ge Get £ =p :
Tr(g?) = Tr(g)(mod p)

mais aussi a gP : ,
Tr(g”") = Tr(g”)(mod p)

On a donc ,
Tr(g"”) = Tr(g)(mod p)

On montre de méme par une récurrence non détaillée que
Vk € N*, Tr(¢g”") = Tr(g)(mod p)

L’ordre de g dans G divise le cardinal de G et est donc une puissance de p (puisque p est premier).
Il existe ainsi k tel que gplC = I,,. On en conclut que

’Vg € G, Tr(g) = n(mod p) ‘

. La question 4(c) montre que g et g* (tous deux dans G') ont des traces égales modulo £ (et méme

égale & n modulo ¢).

Or, la trace d'un élément de G est un entier de module < n (puisque les valeurs propres sont
toutes de module < 1).

On a donc Tr(g*) — Tr(g) qui est un multiple de ¢ dans [—2n,2n]. On peut en déduire que

Si £ > 2n est premier, Tr(g") = Tr(g)

(a) Supposons, par I'absurde, que m possede un facteur premier ¢ < 2n.
Si ¢ ne divise pas k, il est dans le produit de définition de m et donc divise ce produit.
Comme il divise aussi m, il divise k et c’est impossible.
Si ¢ divise k alors comme il divise m il divise m — k. Et comme il ne divise pas le produit
dans la définition de m (par unicité de la décomposition en produit de premiers), il divise
p" et est donc égal a p. Ce qui contredit 'hypothése que k n’est pas divisible par p.

’Tous les facteurs premiers de m sont > 2n




(b) L’ordre de g étant un diviseur du cardinal de G, g?" = 1 et donc ¢g* = ¢g™.
Or, m = {y...44 ol les /; sont des nombres premiers tous > 2n.
La question 6 donne

Tr(g™) = Tr((g" 1)) = Tr(g" ")

et en itérant le processus (et donc en fait a l'aide d’une récurrence sur le nombre ¢ de
facteurs), g™ et g ont méme trace. Ainsi

Vg € G, Tr(g*) = Tr(g) quand p ne divise pas k

8. (a) Procédons par double inclusion.

- Soit s € [0,p" ! — 1] et soit t € [1,p — 1]. On aalors 1 < ps+t < p"—p+(p—1) = p"—1.
De plus, p ne divisant pas t, il ne divise pas ps + t.

- Soit x € J,.. Une division euclidienne donne x = ps +t avec 0 < t < p — 1. Comme p
ne divise pas z, t # 0 et donc ¢t € [1,p — 1]. De plus, s = % et donc —1 < —7’?%2 <
s < 13%1 < p"~! et comme s est entier, s € [0,p" ! — 1].

Jr = U {ps+1t telsque 1 <t<p-—1}
0<s<pr=1-1

(b) Par unicité de la division euclidienne, deux couples (s,t) comme ci-dessus donnent deux
éléments différents de J,.. On a donc

p—1 p’r7171
so- (S (X e
1

jGJr t= s=0

La valeur des sommes géométriques dépend du fait que la raison est ou non égale a 1.

Si ¢ =1, les deux raisons ( et (P valent 1 et le produit des sommes vaut (p — 1)p" 1.
Sinon si (P = 1, la seconde somme vaut p"~! et on a par ailleurs Zf;& ¢t = 0 et donc la
premiere somme vaut —1.

. N p" 1
Sinon, la deuxiéme somme vaut %,,7_1 =0.

Finalement,
pPrip—1) si¢=1
Z ¢={ —pr1! si ¢ est d’ordre p
JESr 0 sinon
9. Notons A, ..., A\, les valeurs propres de g comptées avec multiplicité. Celles de g* sont donc les
)\’f, cee )\fl (ce que l'on voit, par exemple, en se plagant dans une base de trigonalisation). La

trace d’une matrice étant la somme des valeurs propres complexes comptées avec multiplicité,
on a

Vk €N, Tr(g") = A}
=1

Quand k € J,, toutes ces traces sont égales a celle de g (question 7). En sommant les relations,

on a donc .
Card(J,)Tr(g) = Z Z pYs
i=1 keJ,



Dans cette somme, les termes peuvent valoir p"~!(p — 1) (cas A; = 1) ou —p" ! (cas \; d’ordre
p) et 0 sinon. On a donc

Card(J;)Tx(g) = (n0 ~ =)} (p ~ 1)

Comme Card(J,) = p"~!(p — 1) (comme mentionné en question précédente avec I'unicité de la
division euclidienne), on a

n1

Tr(g) = no —
(9) =m0 p—1

10. Comme les valeurs propres sont de multiplicité plus petite que n, on a
n ny
——— <Tr(g)=ng— ——<n
< Tr(g) =y — S <
On en déduit que
0< n —Tr(g) < n
p p—1
Or, p divise n—Tr(g) (question 5) et la quantité centrale ci-dessus est entiere. Elle est donc dans

[o. | ;2 )1

Vg € G, Tr(g) € {n—pv, v e |0, L%J]]}

4 Cardinaux des p-sous-groupes de GL,(Z)

1. (a) On a

f2_card 2 YN g

g1€G g2€G

Pour tout g1 € G, g — g1g est injective et va de G dans G qui est fini. C’est donc une
bijection. Ci-dessus, la somme intérieure est constante et ainsi

1
f2 = Wcard Z g =

geG

On a montré que

‘ f est un projecteur‘

C’est, comme tout projecteur, un projecteur sur Im(f) = ker(f — I,,) (de direction ker(f)).

(b) La trace étant linéaire, on a

" Tr(g) = card(G)Tx(f)

geG

et comme f est un projecteur, la trace de f est un entier (égal au rang de f). Ainsi

>_gec Tr(g) est un entier divisible par card(G)

2. La trace d’une matrice définie par blocs, comme g ® h, est la somme des traces des blocs. Ici, le
i-ieme bloc diagonale a pour trace g; ;Tr(h) (linéarité de la trace). En sommant, on a donc

[tr(g ® ) = Tr(g)Tr(h) |

8



3.

Le calcul par blocs montre que (g ® h)(g’ ® h') est bloc diagonale avec le bloc en position (i, j)
qui vaut

n n

Z(QZ kh)(gk ]h ) Z(gz k:gk ])hh, ( )z jhh/

k=1 k=1

On a donc

(g@h)(g @ N) = (g99) @ (hl)

En particulier,

(g@h) (g @h™) =1, ® Iy = L

ce qui montre que

(a)

g@he€GLy(C)et (g@h) t=gtoh!

Supposons que ¢~ 1({7'}) soit non vide et notons v un de ses éléments.
On aalors h € o L ({7'}) <= o(h) =7 =¢(y) <= (v 'h) =1 <= 77 'h € ker(p).
Ainsi

YD A0, 3g €T, o ({V'}) = vker(p)

Tous les éléments de I'image de ¢ ont ainsi card(H) antécédents. On a ainsi une partition
de T formée de parties toutes de cardinal card(H) et en nombre card(Im(y) (ce sont les
classes d’équivalences dans la relation sur I' définie par g1 ~ g2 <= ¢(g1) = ¥(92))-

|card(T") = card(¢p(T"))card (H) |

Montrons par récurrence que
(9192)") = 955)958)
- Cest immédiat pour s = 1 (c’est la définition de g(*)).
- Supposons le résultat vrai jusqu’au rang s > 1. On a alors

et = (9192) )®(9192)

= ( ) (9192)

(9" ®91)( ) @ g2)
gD gD

(91 g2

Ceci traduit exactement que

’gps est un morphisme de groupes‘

Notons ¢ la restriction de ps; a G. On a vu que l'on peut regrouper les éléments de G
selon la valeur de leur image par ¢ et que chaque groupe a le méme nombre card(ker(y))

éléments. Ainsi
Z ©(g) = card(ker(yp Z q
geG g'€p(G)

En passant a la trace, opération linéaire,

> Tr(g*) = card(ker(p)) Y Tr(g)

geG g'€p(G)

Comme ker(p) = ker(¢s) NG, et comme Tr(g*) = Tr(g)® (récurrence avec 2(i))



(b)

Z Tr(g)® = card(ker(ps) N G) Z Tr(g")

9eG g'€ps(G)

Comme ¢4(G) est un sous-groupe fini de GL,:(C), la question 1 montre que la somme du
membre de droite est un entier divisible par card(¢s(G)).
Par ailleurs, la question 3 donne

card(G) = card(ps(G))card(ker(ps) N G)

et ainsi

ZTr(g)S: card(G) Z Te(g)

P card(@s(G)) v Eps(Q)

est un multiple de card(G) (le quotient qui reste a droite est entier avec le premier argu-
ment).

Z Tr(g)® est un entier divisible par card(G)
geG

La partie 3 indique que pour g € G, Tr(g) est égal & n ou & I'un des 7; pour 1 < i < n.
Cette trace n’est égal a 1 que si toutes les valeurs propres de g valent 1. En effet, dans ce
cas le module de la somme des valeurs propres vaut n et on est dans un cas d’égalité pour
I’égalité triangulaire et toutes les valeurs propres valent 1 ou —1 et ce second cas est exclu
(la trace vaudrait —n).

Avec expression factorisée de P, on a donc

> P(Tx(g)) = P(n)

geG

Ecrivons maintenant P sous forme développée ap, X™ + o1 X™ 1+ -+ + agX. On a alors
n
Y P(Tr(g) => oY Tr(g)"

geG k=0 geG

Avec la question 4, tous les termes a droite sont multiples de card(G) quand k > 1. Cest
aussi le cas si k = 0. En effet, le terme vaut alors agcard(G) et

a
oy = (—l)aHTj eZ
i=1

On a donc montré que

’P(n) est un multiple de card(G) ‘

On a donc p" diviseur de P(n) = p®a!. En passant aux valuations p-adiques,

r < a+vp(al)

Avec l'identité des la question 3 des préliminaires,

oo
a 1 n p
< —=afl <
TJH;# a( +p—1>_p—1<p—1>

et ainsi,

10



< _pn__
"= o2

(b) On a ainsi

card(G) = p < exp <n pn(p) )

(p—1)2

L’étude de = — zIn(z) — In(4)(z — 1)? montre que cette fonction décroit sur [2, +oo[ et
comme elle vaut 0 en 2, elle est négative. Ainsi, la qnatité dans I’exponentielle ci-dessus est
plus petite que In(4). On a donc

card(G) < 4"
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