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- PARTIE T -

Soient V et V' deux sous espaccs de E de dimension p > 1.

(1) (a) L’ensemble A = {(a,a’) € V x V' |la|| = ||a’|| = 1} = Sy (0,1) x Sy+(0, 1) le produit des deux spheéres unité de
V et V', ¢’est un fermé borné donc compact de E x E , muni de la topologie produit, de plus I'application
¢ (x,y) — (z,y) est bilinéaire en dimensions finies donc elle est continue et elle est bornée sur A et atteint

ses bornes , d’olt lexistence de u; € V et uj € V' de norme 1 tels que
(ur, uy) = sup{{a,d’) | (a,a’) € V x V', [la]| = [|a'|| = 1}

(b) Le cas k = 1 est démontré dans la question (a) , supposons le résultat pour 2 < k < p — 1 ,on a donc une
famille u = (uq, ..., ux) de vecteurs de V' et une famille v’ = (uf, ..., u},) de vecteurs de V' telles que u et v’
soient orthonormées et vérifient les deux conditions i) et ii)

L’ensemble B = (S’V(O7 1N [Vect({u,... ,uk})}J‘) X (S’Vr(O7 1N [Vect({uy,... 7U;€})]L) est un compact non
vide de E x E', ¢ est bornée sur B et atteint ses bornes , donc ils existent up 1 € V et uj,, € V' de norme 1
et vérifient les deux conditions i) et ii) . Ce qui prouve le résultat pour k + 1.

Si k = p alors B est vide et le procédé s’arréte . Ainsi on a prouvé le résultat.

(2) Supposons dim (VNV’) > 1, soit (eq,..,e,) une base orthonormée VNV’ | on prend uy = uj, = ey , ils vérifient
i) et ii) , car (ug,u), ) =1 et pour tout (a,a’) € VNV’ |a|| = ||| =1, par l'inégalité de Cauchy Schwartz on
a |(a,a’)| < 1. Réciproquement si (a,a’) € VNV’ |la|]| = ||¢'|| = 1 et {(a,a’) = 1, on a égalité dans l'inégalité de

Cauchy Schwartz donc ils sont colinéaires, par suite ils sont égaux .

(3) (a) u a p éléments et elle est orthonormée, donc libre, ainsi u est une base orthonormée de V.
ug + tuy

[Fuar + ]
ug sont non colinéaires. Elle est de plus C! sur R comme produit de fonctions C*.

De plus, comme (uy,u¢) est orthonormée, on a ||ug + tue|| = V1 + ¢2.
On pose g : t — (ug(t),u)) , remarque que Vt € R, |Jug(t)|| = 1 ,ux(0) = ug et sir < k—1, alors (u,, uk(t)) = 0.

(b) Soit k € [1,p—1] . Posons uy(t) = pour £ € [k+1,p] et toust € R, elle est bien définie car uy, et

Ainsi g admet un maximum en t =0 et ¢’(0) = 0. On a ¢'(¢) = <uk(t), ufc> , de plus

dt
d t 1 d
—up(t) = — Uy + up et —ug(0) = ug
dt (2 +1)2 (2 +1)2 dt
donc ¢'(0) = (ug,u),) =0, ce qui donne uj, € Vect (ug41, ... ,up)J‘ .
(c) Soit k dans [1,p—] , d’apres (a) et (b) on a
Upt1 € Vect (uy, ..., uk)" N Vect (1), . .. ,u;C)L = (Vect (uq, ..., ux) + Vect (ul, ... 7u%))L

(d) Soit k,h € [1,p], avec k < h ; on a
Vect (ug, uy) C Vect (u1, ..., up—1) + Vect (u], ..., uj_q)

donc

up, € (Vect (ug,...,up—1) + Vect (uf, ... ,u'h_l))L C Vect (uy, u;c)l
Les familles u et u’ jouent un role symétrique , donc

uj, € (Vect (ug,...,up—1) + Vect (uf, ... ,u'h_l))L C Vect (ug, u}c)l

d’ou Vj, et V}, sont orthogonaux.



(4) (a) On a pour tout k € [1,p]
[ (ure, up) | < Jlugl] - lul] =1

donc il existe 0y, telle que cos (0) = (ug, u},) ; la relation ii) de la question 1 montre que la suite
(<uk’u;c>)1§k§p = (cos (ek))gkgp

est croissante et positive les 6 sont toutes dans [0,7/2] ou dans [—7/2,0] , cos est paire , on prend donc les
01 dans [0, 7/2] et elles vérifient donc 0 < 67 < --- <0, < 7/2.

(b) On asii # j alors <ui7 u;> = 0 donc la matrice Gram (u, u’) est diagonale et

det (Gram (u,u’)) = H (ug, up) = H cos (0r)
k=1

k=1 —
(¢c) On a
P
det (Gram (u,u')) = H cos (k) et 0<0; <--- <0, <m/2
k=1
donc det (Gram (u, u’)) < 1.
On a égalité si et seulement si §; = --- =60, =0, ce qui donne pour tout

kelpl o (upup) = llupll - luzll = 1

ce qui donne uy = uj, , par suite V. =V".

- PARTIE IT -

(5) (a) On vérifie que le déterminant est alterné . Soit ¢ € &, :

[%(1),---,%@)] = Z E(U)H%w(i),z‘ = H e(o)e (O'H)Hza“(i),i =¢e(0) [r1,..., 7]
1=1 =1

ce6, o''=0c'o0

application o + o o ¢ est une bijection sur &,, d’application réciproque o — o o ¢~! donc

n

[Eoys- o] = Y e(00e™) [ 20

oced, i=1
= e(p ) [z1,...,2]
= 6(@)['%17"'71:]
Ainsi application (x1,...,zp) — [z1,...,%,] appartient a A, (RP, R).

(b) Soit 0 € &,,, on a

Lf (o)) s f (o m)]
e(o) [f(ur),..., f(up)]

9 (Uo(1)s- -+ Uo(p))

donc g € A,(F,R).

(6) (a) Soit e € EP, on remarque que

Qp(e)(u) = [fe(ur),..., fe(up)] avec fe:x€ Er— ({e1,2),...,{ep,x)) € RP .

Par la question précédente, on a bien Q,(e) € A,(E,R).



(7)

(b) Soit (e,u) € EP x EP | la matrice de Gram est symétrique,

Q(e)(u)

par symétrie du produit scalaire on a

det(Gram(e, u)
det(Gram(u,€))

= Q(u)(e)
(¢) Sio €S8, on a d’aprés la question précédente
Qe-o)(u) = Qp(u)(e-0)
= e(0)Qp(u)(e) (Np(u) est alternée )
= e(0)(e)(u)
d'ott Q, € A(E, Ay(E,R)).
(a) Soient M € Mp(R), e = (e1,...,¢,) et € = (e],...,e,) dans EP vérifiant ] = Z M; je; pour tout i € [1,p].
=
Pour tout v dans EP on a
Gram(e',u) = ({e},uj))
<<ZM kek’uj>>
©,7.
< z k ek, u]>>
0.
= (M.Gram(e,u)), ;
= M. Gram(e, w)
Donc
Qp(e)(u) = det(Gram(e’,u))

= det(M.Gram(e,u))

= det (M

Ainsi Q,, (¢/) = det(M)Q,(e).

) . det (Gram(e, u))

Soit e € EP une famille liée, il existe un e; qui est combinaison de (ex)1<k<p , par linéarité du produit scalaire

k#i

la ieme colonne Gramy(e, e) est combinaison des autres colonnes, donc Q,(e) =0 .

Réciproquement si ,(e) = 0, alors il esiste un vecteur non nul X =

on a

p

t(z (e1,e5z;)

Jj=1

Gram(e, e) X

H(z1,..,xp) tel que Gram(e,e)X =0,

p
v§ , (ep, €T;))
j=1

P p
_ t
- €1, E €54 s- \ Eps E €;Lj
=1 =1

et

!X Gram(e, e) X

P

donc Zejxj =0et (z1,..,2p) # (0,..,0) donc e est liée.
j=1

Ainsi Q,(e) # 0 si et seulement si e est une famille libre.

P
E :ejxj
J=1

p P
ZT;\ €4, E €,
j=1

2

(%)



(9)

(c)

(a)

Gram(e, e) est symétrique réelle donc diagonalisable , si A une valeur propre de Gram(e, e) et X = (21, .., ;)

un vecteur propre associé, la relation (*) donne

EX Gram(e,e)X = MN'X.X
2
= AJX]
2
p
j=1
X #0, donc A > 0 ar suite Q,(e)(e) = H A>0.
AeSp(Gram(e,e))

Si b= (b1,...,bp) est une famille orthonormée de vecteurs de E, alors Gram(e, ¢) = I, donc vol,(b) =1 .
On suppose p > 2. Soit e = (e1,...,e,) € EP. On a pr la projection orthogonale sur ’orthogonal de I'espace

engendré par la famille e = (es, ..., ¢e,) donc
p
e1 —pr(er) = Zajej € vect (e, ..., €p)
j=2
posons € = (pr(e1),es...,ep) et Gram(e,e) = (C1]|Cs|...|Cp) , alors par bilinéarité du produit scalaire on a

P

Gram(e',e') = (Cy — Zajcj|C2\...|Cp) ainsi ,(e’)(e’) = Qp(e)(e) .
j=2

Comme pr (e1) € (eg)L alors

lpr (e)|>| 0 - 0

o = | " Gramet et
0
= ()P 200
ot vol, (¢) = [[pr (e1) | vol,_ ()

Avec les notations précédentes, on a ||pr (e1)|| < |le1]] ( par la relation de Pythagore ) , donc

voly(e) < lex]| vol,—1 (e3) -

p
Par récurrence on obtient vol,(e) < [T |lei -
i=1
p
Si vol,(e) = [] |lei]l alors on a
i=1
P
voly(e) = |Ipr (e1) || voly—1 (€5),  fIpr(en)]| < lleall et voly(eh) < JT lleill
i=2
p
donc forcement on a ||pr (e1)|| = |le1|| et vol,—1 (€5) = [1 |leill , ce qui donne ey € (eg)L
i=2

Par récurrence on a e est une famille orthogonale . La réci_proque découle du fait que e est une famille orthogonale
et
) 2 2
Gram(e, e) = diag(|lex]|”, ---, [lep||)-

P
Onae;j=>) (Pbe)ij b; pour tout j € [1,p], d’aprés 7.(a).,

i=1
2p(e)(e) = det (Py)* Qp(b) (b) = det (Fy)*
de plus Q,(b)(b) =1 ( car b est orthonormée ), donc
2 (e)(e) det (Pf)’

et
voly(e) = \/Qp(e)(e) = |det (Py)]



(b) Sil'une des famille e ou €’ est liée, alors on a Q,(e) (¢/) =, (¢’) (e) = 0, 'inégalité est vérifiée.
Si e et €’ sont libres, soit V' = vect(e) et V' = vect(e’

orthonormée u et u’ construites dans la question 1.b) .

) , il sont de dimension p , on utilise les deux bases

La question 7.a) donne
Q, (e) (¢) = det(PE) det(PS, )2, (u) (1)

donc
€2 (e) (¢)] = voly(e) voly (') €2 (u) (u')]

d’apres 4.c) on a |Q,(u)(u')] <1 ce qui donne

12,(e) (¢/)] < vol, (€) vol,, ()

- PARTIE III -

d
(10) (a) Soit w € A,(E,R) et u= (21,..,2p) € EP avec z; = Z a; jej pour tout ¢ dans [1,p].
J_
L’application w est p linéaire donc

w(u) = Z (H al}ji) w(eju-'aejp)

1<g1,.Jp<d

Si on a jj, = jg, alors comme w est alterné, on a w (ej,,...,¢;,) =0, on en déduit que

P
wlu) = Z (H ai,o(ﬁ)) W(es(j1)r - €a(j,))
i=1

1< <., <jp<d
oceS,

Z e(o) <H ai,a(ﬁ)) w(eju ) ejp)

1<51<..,<jp<d
oceG,

D wlea) D e H

€T, 0EG,

e est une base orthonormée de E donc a; ; = (z;,¢e;) et

ww) = 3 wen) 3 @ [[{nenn)
a€l, SC i=1
Y wle) () ()
a€l,

Ce qui montre que w = Y w(eq) Qp (€q).
a€l,

(b) Tl est clair que I'application (w,w’) — (w,w’) = > w(eq)w’ () est bilinéaire et symétrique .
a€l,
De plus, on a
(wy,w) = Z w(eq)? =0
a€l,
et (w,w) = 0 si, et seulement si, Va € Zp,w(ea) =0, 0rw= ) w(eq)Qp(eq), doncw=0.
a€l,
Ainsi (w,w') — {w,w’) est un produit scalaire sur A,(E,R).

Soit «, B € Z,, alors

(Qp (ea) , U (e5)) = Z Qp (ea) (e4) 2y (eg) (e4)

YELy



Sia =y alors Q, (eq) (e4) =1 et si o # y alors Q) (eq) (e4) = 0 car une ligne de Gram(e,, ey) est nulle , donc
Qp, (ea) (e4) = 0a,~ , par suite
(Qp (ea) , 2y (ep)) = Z Oa,y08,y = 0a,8
Y€y

Ainsi la famille (2, (eq)),, ez, est orthonormée.

(c) (2 (ea))aezp est orthonormée donc elle est libre , de plus elle est génératrice d’aprés 10.a).

Ainsi (Q, (ea))aezp est une base orthonormée de A,(E,R). On a dim (A,(E,R)) = Card (Z,) = ().

(d) Soit & € Zy_1, on note i, = [1,d]\ {aq,...,aq-1}. Soit f Vapplication linéaire de Ay4_1(E,R) vers E telle
que f( Qa-1(eq) ) = €;, . Comme f transforme une base orthonormée en une une base orthonormée, donc
c’est une isométrie entre As_1(E,R) et E .

(11) Soit u,v € EP, d’apres 10.a) , appliquée & w = Q,(u), on a :

Qp(u)(v) = Z Qp(u) (ea) Qp (€a) (v)

a€l,

= Z QP(U) (ea) Qp(v) (ea)

a€l,

= (Qp(u), 2(v))

(12) Soit e et ¢’ sont deux bases orthonormées de E , alors (€2, (ea))aezp et (€ (e},)),, ez, sont deux bases orthonormées

(13)

de A,(E,R), donc on a

(w,o) = D (W, D (ea)) (W, (ea))

a€l,

a€l,

Ainsi, (w,w’) ne dépend pas de la base orthonormée choisie.

- PARTIE 1V -

(a) On note V = Vect(e) et V' = Vect (¢/).
SiV =V’ alors on a
Q, (¢') = det (P:’) Q,(e)
donc, Q,(e) et Q, (¢/) sont colinéaires.
Réciproquement, si Q,(e) = A, (¢’).

Soit u et u’ les familles de la question 1.b) qui sont des bases orthonormées de V et V.

Donc
Qp(u) () = det (P) Qp(e) ()
= Adet (P¥)Q,(e) ()
= Adet (PY)det (P,ff ) 0, (u) (u)
= MAdet (P)det (Pj,, ) ( car v’ est orthonormée )



(14)

(a)

de méme ,

ainsi Q,(u) (v') =1 d’aprés4.c )ona V=V".
Soit (V,C) un sous espace orienté et e € C, soit b la base orthonormée obtenue par I'orthonormalisation de
Schmidt, la matrice de passage de e a b est triangulaire supérieure de diagonale strictement positive, donc b
est de méme orientation que e ,elle est directe.
On a

vol,(e) = |det (Py)| = det (Fy)

donc
Qp(e) = det (By) 25,(b) = vol, (€)$2,(b)

Si e € C et b la base orthonormée de Schmidt associée ,alors b et b’ sont dans C' , donc
det PV >0

PY" est une matrice orthogonale donc det PY = 1 et ©,(b) = Q,(¥) .
Posons ¥(V,C) = Q,(b) qui ne dépend pas de e et U(V,C) € A,(E,R) .

Pour 'unicité on prend e orthonormée.

Soit b une base orthonormée directe de V', on la compléte en une base, B , orthonormée de £, on a ¥(V,C) =
Q,(b), la famille (2, (Ba))aezp est orthonormée ( Ja € 7, telle que b = B, ) donc ¥(V, C) est dans la sphére
de rayon 1 de A,(E,R).
Soit (V,C) et (V',C") dans (Tr(p, E), on suppose que ¥(V,C) = ¥ (V',C"). Considérons des bases e et ¢’ de
Vet V/, donc

Q,(e) = vol,(e)¥(V,C) = vol,(e) vol, (¢') " Q, (¢')

Ainsi, Q,(e) et Q, (¢) sont colinéaires et par 13.a), ona V =V".

Soit e € C et ¢ € C’ orthonormées, alors

W(V,C) = Qyle) = U (V,C') = @ (¢') = det (P) 2, (¢)
comme €, (€’) # 0, on en déduit que det (Pee/) =1>0,donc C =C".

U est bornée sur a‘r}(p, E) donc ¥( (Tr(p, E)) est borné.

Montrons que ¥( Gr(p, E)) est fermé : soit e une base de E et (1,,) une suite de ¥( Gr(p, E)) convergente
dans A,(E,R) vers ¢ , elle s’écrit ¢, = ¥(V,,,C,,) , soit b une base orthonormée directe de (V,,, C,,).

On a

Z (¥ — '1/1)2(304) na_jzoo 0
a€l,

donc
Yn(ea) — (eq) pour tout o € Z,

n—-+oo
de plus ¥, (eq) = 2,(0")(eq) , comme les éléments de b™ sont unitaires donc on peux en extraire une sous suite
convergente b?(™ | soit b sa limite , par continuité du produit scalaire b est orthonormée , posons V = vect(b)
et C lorientation de b. On a

Qp(b)(ea) = ¥ (V,C)(ea)



Q, est continue de E? vers A,(E,R) donc

U(Vip(ns Cpm)(€a) = 2p(07)(ea) = Qp(b)(ea) =

n—-+4oo

d’ou

n——+4oo

(1) converge dans ¥( (Tr(p, E)) , qui est donc fermé .
A,(E,R) est de dimension finie donc ¥( Gr(p, E)) est un compact.

(15) On suppose que p < d — 1. Soit V, V' deux sous espaces de dimension p.

U(V,C)(ea)

SiV #V', soit uet u les deux familles associées & V' et V' définies dans 1.b). On rappelle que W}, = Vect (ug, uj,)

sont deux a deux orthogonaux. On note
ex(t) = tuy, + (1 — t)up, € Wi\{0} , f&(t)

et V; = Vect (f1(t),..., fp(t)) avec Cy l'orientation associée.

La famille (fx(t)); <<, est une base orthonormée directe de (V;,Cy), posons f :t — (fi(1),...

U (Vi, Cr) = Qp(f(1))

__e(t)
llex @)l

» fo(t))  on a

L’application @y v/ : t — U (V;, Cy) = Q,(f(¢)) est un chemin, continue dans ¥( (Tr(p, E)), tel que

pvv(0) = B(V,0) et pyy/ (1) =W (V',C").

SiV=V'etC#C". Commep < d—1alors V1 # {0}, soit v € V+ denorme 1. On note W = vect (e; + v, ea, . ..

, qui est différent de V', on définit les applications ¢y w et pw,y et posons

p:[0,1] — U( Gr(p, E))

evw(2t) site[0,3]
t -
ewv (2t —1) site [4,1]

© est un chemin continue dans ¥( (A}}(p, E)) reliant U(V,C) et ¥ (V,C").

Ainsi ¥( C’}vr(p, E)) est connexe par arcs .

aen)

Réciproquement, si p = d. Alors, on a deux orientations C et C’ de E et alors @(é&(d, E)={¥(E,C),¥ (E,C")}

et U(E,C) # U (E,C") donc ¥(Gr(d, E)) n'est pas connexe par arcs .



