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- PARTIE I -
Soient V et V ′ deux sous espaccs de E de dimension p ⩾ 1.

(1) (a) L’ensemble A = {(a, a′) ∈ V × V ′, ∥a∥ = ∥a′∥ = 1} = SV (0, 1) × SV ′(0, 1) le produit des deux sphères unité de
V et V ′, c’est un fermé borné donc compact de E × E , muni de la topologie produit, de plus l’application
φ : (x, y) 7→ ⟨x, y⟩ est bilinéaire en dimensions finies donc elle est continue et elle est bornée sur A et atteint
ses bornes , d’où l’existence de u1 ∈ V et u′

1 ∈ V ′ de norme 1 tels que

⟨u1, u
′
1⟩ = sup {⟨a, a′⟩ | (a, a′) ∈ V × V ′, ∥a∥ = ∥a′∥ = 1}

(b) Le cas k = 1 est démontré dans la question (a) , supposons le résultat pour 2 ≤ k ≤ p − 1 ,on a donc une
famille u = (u1, . . . , uk) de vecteurs de V et une famille u′ = (u′

1, . . . , u
′
k) de vecteurs de V ′ telles que u et u′

soient orthonormées et vérifient les deux conditions i) et ii)
L’ensemble B =

(
SV (0, 1) ∩ [V ect({u1, . . . , uk})]⊥

)
×
(
SV ′(0, 1) ∩ [V ect({u′

1, . . . , u
′
k})]⊥

)
est un compact non

vide de E ×E , φ est bornée sur B et atteint ses bornes , donc ils existent uk+1 ∈ V et u′
k+1 ∈ V ′ de norme 1

et vérifient les deux conditions i) et ii) . Ce qui prouve le résultat pour k + 1.
Si k = p alors B est vide et le procédé s’arrête . Ainsi on a prouvé le résultat.

(2) Supposons dim (V ∩ V ′) ⩾ 1, soit (e1, .., er) une base orthonormée V ∩ V ′ , on prend uk = u′
k = ek , ils vérifient

i) et ii) , car ⟨uk, u
′
k ⟩ = 1 et pour tout (a, a′) ∈ V ∩ V ′, ∥a∥ = ∥a′∥ = 1 , par l’inégalité de Cauchy Schwartz on

a |⟨a, a′⟩| ⩽ 1. Réciproquement si (a, a′) ∈ V ∩ V ′, ∥a∥ = ∥a′∥ = 1 et ⟨a, a′⟩ = 1, on a égalité dans l’inégalité de
Cauchy Schwartz donc ils sont colinéaires, par suite ils sont égaux .

(3) (a) u a p éléments et elle est orthonormée, donc libre, ainsi u est une base orthonormée de V .

(b) Soit k ∈ J1, p− 1K . Posons uk(t) = uk + tuℓ

∥uk + tuℓ∥
pour ℓ ∈ Jk+ 1, pK et tous t ∈ R , elle est bien définie car uk et

uℓ sont non colinéaires. Elle est de plus C1 sur R comme produit de fonctions C1.
De plus, comme (uk, uℓ) est orthonormée, on a ∥uk + tuℓ∥ =

√
1 + t2.

On pose g : t 7−→ ⟨uk(t), u′
k⟩ , remarque que ∀t ∈ R, ∥uk(t)∥ = 1 ,uk(0) = uk et si r ⩽ k−1, alors ⟨ur, uk(t)⟩ = 0.

Ainsi g admet un maximum en t = 0 et g′(0) = 0. On a g′(t) =
〈
d

dt
uk(t), u′

k

〉
, de plus

d

dt
uk(t) = − t

(t2 + 1)
3
2
uk + 1

(t2 + 1)
3
2
uℓ et d

dt
uk(0) = uℓ

donc g′(0) = ⟨uℓ, u
′
k⟩ = 0 , ce qui donne u′

k ∈ Vect (uk+1, . . . , up)⊥
.

(c) Soit k dans J1, p−K , d’après (a) et (b) on a

uk+1 ∈ Vect (u1, . . . , uk)⊥ ∩ Vect (u′
1, . . . , u

′
k)⊥ = (Vect (u1, . . . , uk) + Vect (u′

1, . . . , u
′
k))⊥

(d) Soit k, h ∈ J1, pK, avec k < h ; on a

Vect (uk, u
′
k) ⊂ Vect (u1, . . . , uh−1) + Vect

(
u′

1, . . . , u
′
h−1
)

donc
uh ∈

(
Vect (u1, . . . , uh−1) + Vect

(
u′

1, . . . , u
′
h−1
))⊥ ⊂ Vect (uk, u

′
k)⊥

Les familles u et u′ jouent un rôle symétrique , donc

u′
h ∈

(
Vect (u1, . . . , uh−1) + Vect

(
u′

1, . . . , u
′
h−1
))⊥ ⊂ Vect (uk, u

′
k)⊥

d’où Vk et Vh sont orthogonaux.
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(4) (a) On a pour tout k ∈ J1, pK
|⟨uk, u

′
k⟩| ≤ ∥uk∥ . ∥u′

k∥ = 1

donc il existe θk telle que cos (θk) = ⟨uk, u
′
k⟩ ; la relation ii) de la question 1 montre que la suite

(⟨uk, u
′
k⟩)1≤k≤p = (cos (θk))1≤k≤p

est croissante et positive les θk sont toutes dans [0, π/2] ou dans [−π/2, 0] , cos est paire , on prend donc les
θk dans [0, π/2] et elles vérifient donc 0 ⩽ θ1 ⩽ · · · ⩽ θp ⩽ π/2 .

(b) On a si i ̸= j alors
〈
ui, u

′
j

〉
= 0 donc la matrice Gram (u, u′) est diagonale et

det (Gram (u, u′)) =
p∏

k=1
⟨uk, u

′
k⟩ =

p∏
k=1

cos (θk)

(c) On a

det (Gram (u, u′)) =
p∏

k=1
cos (θk) et 0 ⩽ θ1 ⩽ · · · ⩽ θp ⩽ π/2

donc det (Gram (u, u′)) ⩽ 1.
On a égalité si et seulement si θ1 = · · · = θp = 0 , ce qui donne pour tout

k ∈ J1, pK , ⟨uk, u
′
k⟩ = ∥uk∥ . ∥u′

k∥ = 1

ce qui donne uk = u′
k , par suite V = V ′ .

- PARTIE II -
(5) (a) On vérifie que le déterminant est alterné . Soit φ ∈ Sn :

[
xφ(1), . . . , xφ(p)

]
=
∑

σ∈Sp

ε (σ)
n∏

i=1
xσ◦φ(i),i =

∏
σ′′=σ′◦σ

ε(σ)ε (σ′′)
n∏

i=1
xσ′′(i),i = ε(σ) [x1, . . . , xp]

l’application σ 7→ σ ◦ φ est une bijection sur Sp d’application réciproque σ 7→ σ ◦ φ−1 donc

[
xφ(1), . . . , xφ(p)

]
=

∑
σ∈Sp

ε
(
σ ◦ φ−1) n∏

i=1
xσ(i),i

= ε
(
φ−1) [x1, . . . , x]

= ε (φ) [x1, . . . , x]

Ainsi l’application (x1, . . . , xp) 7→ [x1, . . . , xp] appartient à Ap (Rp,R).

(b) Soit σ ∈ Sn, on a

g
(
uσ(1), . . . , uσ(p)

)
=

[
f
(
uσ(1)

)
, . . . , f

(
uσ(p)

)]
= ε (σ) [f (u1) , . . . , f (up)]

donc g ∈ Ap(F,R).

(6) (a) Soit e ∈ Ep, on remarque que

Ωp(e)(u) = [fe (u1) , . . . , fe (up)] avec fe : x ∈ E 7−→ (⟨e1, x⟩ , . . . , ⟨ep, x⟩) ∈ Rp .

Par la question précédente, on a bien Ωp(e) ∈ Ap(E,R).
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(b) Soit (e, u) ∈ Ep × Ep , la matrice de Gram est symétrique, par symétrie du produit scalaire on a

Ω(e)(u) = det(Gram(e, u)

= det(Gram(u, e))

= Ω(u)(e)

(c) Si σ ∈ Sn, on a d’après la question précédente

Ω(e · σ)(u) = Ωp(u)(e · σ)

= ε(σ)Ωp(u)(e) ( Ωp(u) est alternée )

= ε(σ)Ωp(e)(u)

d’où Ωp ∈ A (E,Ap(E,R)).

(7) (a) Soient M ∈ Mp(R), e = (e1, . . . , ep) et e′ =
(
e′

1, . . . , e
′
p

)
dans Ep vérifiant e′

i =
p∑

j=1
Mi,jej pour tout i ∈ J1, pK.

Pour tout u dans Ep on a

Gram(e′, u) = (⟨e′
i, uj⟩)i,j

=
(〈

p∑
k=1

Mi,kek, uj

〉)
i,j.

=
(

p∑
k=1

Mi,k ⟨ek, uj⟩

)
i,j.

= (M.Gram(e, u))i,j.

= M.Gram(e, u)

Donc

Ωp(e′)(u) = det(Gram(e′, u))

= det(M.Gram(e, u))

= det (M) .det (Gram(e, u))

Ainsi Ωp (e′) = det(M)Ωp(e).
(b) Soit e ∈ Ep une famille liée, il existe un ei qui est combinaison de (ek)1≤k≤p

k ̸=i

, par linéarité du produit scalaire

la ieme colonne Gram(e, e) est combinaison des autres colonnes, donc Ωp(e) = 0 .
Réciproquement si Ωp(e) = 0 , alors il esiste un vecteur non nul X = t(x1, .., xp) tel que Gram(e, e)X = 0 ,
on a

Gram(e, e)X = t(
p∑

j=1
⟨e1, ejxj⟩ , ..,

p∑
j=1

⟨ep, ejxj⟩)

= t

〈e1,

p∑
j=1

ejxj

〉
, ..,

〈
ep,

p∑
j=1

ejxj

〉
et

tX Gram(e, e)X =
p∑

i=1
xi

〈
ei,

p∑
j=1

ejxj

〉

=

∥∥∥∥∥∥
p∑

j=1
ejxj

∥∥∥∥∥∥
2

(∗)

donc
p∑

j=1
ejxj = 0 et (x1, .., xp) ̸= (0, .., 0) donc e est liée.

Ainsi Ωp(e) ̸= 0 si et seulement si e est une famille libre.
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(c) Gram(e, e) est symétrique réelle donc diagonalisable , si λ une valeur propre de Gram(e, e) et X = t(x1, .., xp)
un vecteur propre associé, la relation (*) donne

tX Gram(e, e)X = λ.tX.X

= λ. ∥X∥2

=

∥∥∥∥∥∥
p∑

j=1
ejxj

∥∥∥∥∥∥
2

X ̸= 0 , donc λ ≥ 0 âr suite Ωp(e)(e) =
∏

λ∈Sp(Gram(e,e))

λ ⩾ 0 .

(8) (a) Si b = (b1, . . . , bp) est une famille orthonormée de vecteurs de E, alors Gram(e, e) = Ip donc volp(b) = 1 .
(b) On suppose p ⩾ 2. Soit e = (e1, . . . , ep) ∈ Ep. On a pr la projection orthogonale sur l’orthogonal de l’espace

engendré par la famille ep
2 = (e2, . . . , ep) donc

e1 − pr (e1) =
p∑

j=2
αjej ∈ vect (e2, . . . , ep)

posons e′ = (pr (e1) , e2 . . . , ep) et Gram(e, e) = (C1|C2|...|Cp) , alors par bilinéarité du produit scalaire on a

Gram(e′, e′) = (C1 −
p∑

j=2
αjCj |C2|...|Cp) ainsi Ωp(e′)(e′) = Ωp(e)(e) .

Comme pr (e1) ∈ (ep
2)⊥ alors

Ωp(e′)(e′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∥pr (e1)∥2 0 · · · 0

0
...
0

Gram(ep
2, e

p
2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ∥pr (e1)∥2 Ωp(e)(e)

d’où volp(e) = ∥pr (e1)∥ volp−1 (ep
2) .

(c) Avec les notations précédentes, on a ∥pr (e1)∥ ≤ ∥e1∥ ( par la relation de Pythagore ) , donc

volp(e) ≤ ∥e1∥ volp−1 (ep
2) .

Par récurrence on obtient volp(e) ⩽
p∏

i=1
∥ei∥ .

Si volp(e) =
p∏

i=1
∥ei∥ alors on a

volp(e) = ∥pr (e1)∥ volp−1 (ep
2) , ∥pr (e1)∥ ≤ ∥e1∥ et volp(ep

2) ⩽
p∏

i=2
∥ei∥

donc forcement on a ∥pr (e1)∥ = ∥e1∥ et volp−1 (ep
2) =

p∏
i=2

∥ei∥ , ce qui donne e1 ∈ (ep
2)⊥ .

Par récurrence on a e est une famille orthogonale . La réciproque découle du fait que e est une famille orthogonale
et

Gram(e, e) = diag(∥e1∥2
, ..., ∥ep∥2).

(9) (a) On a ej =
p∑

i=1
(P e

b )ij bi pour tout j ∈ J1, pK, d’après 7.(a).,

Ωp(e)(e) = det (P e
b )2 Ωp(b)(b) = det (P e

b )2

de plus Ωp(b)(b) = 1 ( car b est orthonormée ), donc

Ωp(e)(e) det (P e
b )2

et
volp(e) =

√
Ωp(e)(e) = |det (P e

b )|
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(b) Si l’une des famille e ou e′ est liée, alors on a Ωp(e) (e′) = Ωp (e′) (e) = 0 , l’inégalité est vérifiée.
Si e et e′ sont libres, soit V = vect(e) et V ′ = vect(e′) , il sont de dimension p , on utilise les deux bases
orthonormée u et u′ construites dans la question 1.b) .
La question 7.a) donne

Ωp (e) (e′) = det(P e
u) det(P e′

u′ )Ωp(u)(u′)

donc
|Ωp (e) (e′)| = volp(e) volp(e′) |Ωp(u)(u′)|

d’après 4.c) on a |Ωp(u)(u′)| ≤ 1 ce qui donne

|Ωp(e) (e′)| ⩽ volp(e) volp (e′)

- PARTIE III -

(10) (a) Soit ω ∈ Ap(E,R) et u = (x1, .., xp) ∈ Ep avec xi =
d∑

j=1
ai,jej pour tout i dans J1, pK.

L’application ω est p linéaire donc

ω(u) =
∑

1≤j1,..,jp≤d

(
p∏

i=1
ai,ji

)
ω(ej1 , .., ejp

)

Si on a jk = jℓ, alors comme ω est alterné, on a ω
(
ej1 , . . . , ejp

)
= 0, on en déduit que

ω(u) =
∑

1≤j1<..,<jp≤d
σ∈Sp

(
p∏

i=1
ai,σ(ji)

)
ω(eσ(j1), .., eσ(jp))

=
∑

1≤j1<..,<jp≤d
σ∈Sp

ε(σ)
(

p∏
i=1

ai,σ(ji)

)
ω(ej1 , .., ejp)

=
∑

α∈Ip

ω (eα)
∑

σ∈Sp

ε(σ)
p∏

i=1
ai,σ(ji)

e est une base orthonormée de E donc ai,j = ⟨xi, ej⟩ et

ω(u) =
∑

α∈Ip

ω (eα)
∑

σ∈Sp

ε(σ)
p∏

i=1

〈
xi, eσ(ji)

〉
=

∑
α∈Ip

ω (eα) Ωp (eα) (u)

Ce qui montre que ω =
∑

α∈Ip

ω (eα) Ωp (eα).

(b) Il est clair que l’application (ω, ω′) 7−→ ⟨ω, ω′⟩ =
∑

α∈Ip

ω (eα)ω′ (eα) est bilinéaire et symétrique .

De plus, on a
⟨ω, ω⟩ =

∑
α∈Ip

ω (eα)2 ⩾ 0

et ⟨ω, ω⟩ = 0 si, et seulement si, ∀α ∈ Ip, ω (eα) = 0 , or ω =
∑

α∈Ip

ω (eα) Ωp (eα) , donc ω = 0 .

Ainsi (ω, ω′) 7−→ ⟨ω, ω′⟩ est un produit scalaire sur Ap(E,R).
Soit α, β ∈ Ip, alors

⟨Ωp (eα) ,Ωp (eβ)⟩ =
∑

γ∈Ip

Ωp (eα) (eγ) Ωp (eβ) (eγ)
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Si α = γ alors Ωp (eα) (eγ) = 1 et si α ̸= γ alors Ωp (eα) (eγ) = 0 car une ligne de Gram(eα, eγ) est nulle , donc
Ωp (eα) (eγ) = δα,γ , par suite

⟨Ωp (eα) ,Ωp (eβ)⟩ =
∑

γ∈Ip

δα,γδβ,γ = δα,β

Ainsi la famille (Ωp (eα))α∈Ip
est orthonormée.

(c) (Ωp (eα))α∈Ip
est orthonormée donc elle est libre , de plus elle est génératrice d’après 10.a).

Ainsi (Ωp (eα))α∈Ip
est une base orthonormée de Ap(E,R). On a dim (Ap(E,R)) = Card (Ip) =

(
p
d

)
.

(d) Soit α ∈ Id−1, on note iα = J1, dK\ {α1, . . . , αd−1}. Soit f l’application linéaire de Ad−1(E,R) vers E telle
que f( Ωd−1 (eα) ) = eiα

. Comme f transforme une base orthonormée en une une base orthonormée, donc
c’est une isométrie entre Ad−1(E,R) et E .

(11) Soit u, v ∈ Ep, d’après 10.a) , appliquée à ω = Ωp(u), on a :

Ωp(u)(v) =
∑

α∈Ip

Ωp(u) (eα) Ωp (eα) (v)

=
∑

α∈Ip

Ωp(u) (eα) Ωp(v) (eα)

= ⟨Ωp(u),Ωp(v)⟩

(12) Soit e et e′ sont deux bases orthonormées de E , alors (Ωp (eα))α∈Ip
et (Ωp (e′

α))α∈Ip
sont deux bases orthonormées

de Ap(E,R), donc on a

⟨ω, ω′⟩ =
∑

α∈Ip

⟨ω,Ωp (eα)⟩ ⟨ω′,Ωp (eα)⟩

=
∑

α∈Ip

⟨ω,Ωp (e′
α)⟩ ⟨ω′,Ωp (e′

α)⟩

Ainsi, ⟨ω, ω′⟩ ne dépend pas de la base orthonormée choisie.

- PARTIE IV -
(13) (a) On note V = Vect(e) et V ′ = Vect (e′) .

Si V = V ′, alors on a
Ωp (e′) = det

(
P e′

e

)
Ωp(e)

donc, Ωp(e) et Ωp (e′) sont colinéaires.
Réciproquement, si Ωp(e) = λΩp (e′).
Soit u et u′ les familles de la question 1.b) qui sont des bases orthonormées de V et V ′.
Donc

Ωp(u) (u′) = det (Pu
e ) Ωp(e) (u′)

= λ det (Pu
e ) Ωp(e′) (u′)

= λ det (Pu
e ) det

(
P e′

u′

)
Ωp(u′) (u′)

= λ det (Pu
e ) det

(
P e′

u′

)
( car u′ est orthonormée )
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de même ,

Ωp (u′) (u) = det
(
Pu′

e′

)
Ωp (e′) (u)

= 1
λ

det
(
Pu′

e′

)
Ωp(e, u)

= 1
λ

det
(
Pu′

e′

)
det (P e

u) Ωp(u, u)

=
(
λdet

(
P e′

u′

)
det (Pu

e )
)−1

= Ωp (u′) (u)−1 = Ωp(u) (u′)−1

ainsi Ωp(u) (u′) = 1 d’après 4.c ) on a V = V ′.

(b) Soit (V,C) un sous espace orienté et e ∈ C, soit b la base orthonormée obtenue par l’orthonormalisation de
Schmidt, la matrice de passage de e à b est triangulaire supérieure de diagonale strictement positive, donc b
est de même orientation que e ,elle est directe.
On a

volp(e) = |det (P e
b )| = det (P e

b )

donc
Ωp(e) = det (P e

b ) Ωp(b) = volp(e)Ωp(b)

Si e′ ∈ C et b′ la base orthonormée de Schmidt associée ,alors b et b′ sont dans C , donc

detP b′

b > 0

P b′

b est une matrice orthogonale donc detP b′

b = 1 et Ωp(b) = Ωp(b′) .
Posons Ψ(V,C) = Ωp(b) qui ne dépend pas de e et Ψ(V,C) ∈ Ap(E,R) .
Pour l’unicité on prend e orthonormée.

(14) (a) Soit b une base orthonormée directe de V , on la complète en une base, B , orthonormée de E , on a Ψ(V,C) =
Ωp(b), la famille (Ωp (Bα))α∈Ip

est orthonormée ( ∃α ∈ Ip telle que b = Bα ) donc Ψ(V,C) est dans la sphère
de rayon 1 de Ap(E,R).
Soit (V,C) et (V ′, C ′) dans G̃r(p,E), on suppose que Ψ(V,C) = Ψ (V ′, C ′). Considérons des bases e et e′ de
V et V ′, donc

Ωp(e) = volp(e)Ψ(V,C) = volp(e) volp (e′)−1 Ωp (e′)

Ainsi, Ωp(e) et Ωp (e′) sont colinéaires et par 13.a), on a V = V ′.
Soit e ∈ C et e′ ∈ C ′ orthonormées, alors

Ψ(V,C) = Ωp(e) = Ψ (V,C ′) = Ωp (e′) = det
(
P e′

e

)
Ωp (e′)

comme Ωp (e′) ̸= 0, on en déduit que det
(
P e′

e

)
= 1 > 0, donc C = C ′.

(b) Ψ est bornée sur G̃r(p,E) donc Ψ( G̃r(p,E)) est borné.
Montrons que Ψ( G̃r(p,E)) est fermé : soit e une base de E et (ψn) une suite de Ψ( G̃r(p,E)) convergente
dans Ap(E,R) vers ψ , elle s’écrit ψn = Ψ(Vn, Cn) , soit bn une base orthonormée directe de (Vn, Cn).
On a ∑

α∈Ip

(ψn − ψ)2(eα) →
n→+∞

0

donc
ψn(eα) →

n→+∞
ψ(eα) pour tout α ∈ Ip

de plus ψn(eα) = Ωp(bn)(eα) , comme les éléments de bn sont unitaires donc on peux en extraire une sous suite
convergente bφ(n) , soit b sa limite , par continuité du produit scalaire b est orthonormée , posons V = vect(b)
et C l’orientation de b. On a

Ωp(b)(eα) = Ψ(V,C)(eα)
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Ωp est continue de Ep vers Ap(E,R) donc

Ψ(Vφ(n), Cφ(n))(eα) = Ωp(bφ(n))(eα) →
n→+∞

Ωp(b)(eα) = Ψ(V,C)(eα)

d’où
Ψ(Vφ(n), Cφ(n)) →

n→+∞
Ψ(V,C) et Ψ(Vn, Cn) →

n→+∞
Ψ(V,C)

(ψn) converge dans Ψ( G̃r(p,E)) , qui est donc fermé .
Ap(E,R) est de dimension finie donc Ψ( G̃r(p,E)) est un compact.

(15) On suppose que p ⩽ d− 1. Soit V, V ′ deux sous espaces de dimension p.
Si V ̸= V ′ , soit u et u′ les deux familles associées à V et V ′ définies dans 1.b). On rappelle que Wk = Vect (uk, u

′
k)

sont deux à deux orthogonaux. On note

ek(t) = tu′
k + (1 − t)uk ∈ Wk\{0} , fk(t) = ek(t)

∥ek(t)∥

et Vt = Vect (f1(t), . . . , fp(t)) avec Ct l’orientation associée.
La famille (fk(t))1≤k≤p est une base orthonormée directe de (Vt, Ct) , posons f : t 7→ (f1(t), . . . , fp(t)) , on a

Ψ (Vt, Ct) = Ωp(f(t))

L’application φV,V ′ : t 7−→ Ψ (Vt, Ct) = Ωp(f(t)) est un chemin, continue dans Ψ( G̃r(p,E)), tel que

φV,V ′(0) = Ψ(V,C) et φV,V ′(1) = Ψ (V ′, C ′) .

Si V = V ′ et C ̸= C ′ . Comme p ⩽ d−1 alors V ⊥ ̸= {0}, soit v ∈ V ⊥ de norme 1. On noteW = vect (e1 + v, e2, . . . , en)
, qui est différent de V , on définit les applications φV,W et φW,V ′ et posons

φ : [0, 1] → Ψ( G̃r(p,E))

t 7→

{
φV,W (2t) si t ∈

[
0, 1

2
]

φW,V ′(2t− 1) si t ∈
[ 1

2 , 1
]

φ est un chemin continue dans Ψ( G̃r(p,E)) reliant Ψ(V,C) et Ψ (V,C ′).
Ainsi Ψ( G̃r(p,E)) est connexe par arcs .
Réciproquement, si p = d. Alors, on a deux orientations C et C ′ de E et alors Ψ(G̃r(d,E)) = {Ψ(E,C),Ψ (E,C ′)}
et Ψ(E,C) ̸= Ψ (E,C ′) donc Ψ(G̃r(d,E)) n’est pas connexe par arcs .
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