Corrigé de 1'épreuve de mathématiques XB2015
Par A. Naimi CPGE Moulay Youssef Rabat

Premiére partie. :.
1. ..
(a) C'est une question de cours.
(b) Soit y)0. D'apres ce qui précede,
yr(y)=T(y+1)= /O+oo etV dt
D’ou I'égalité

1 “+00
r'y)=y" / etV dt
0
D’autre part, en effectuant succéssivement les changements de variables, x = 1 +s, puis t = yx, on obtient :
+ + Y +
/ T e y() gs — ey./ ¥ ek gyinvgy — e—.y_l./ Tt Y dt
-1 0 yY 0

ou encore en tenant compte de I'égalité précédente,
D'ou I'égalité

(a) Soient x)0 et n € N.
t t

- - 1
L'intégrabilité de la fonction t — e X .t* sur [§, +oo[ découle du fait quee X.t¥ = 0 (—>
ttoo  \ 2

D’autre part, apres le changement de variables u = —, on obtient

Mais

u
e tu® = 0fe 2|,
u—r—+o00

et la fonction de droite est positive intégrable au voisinage de +oo0.

Donc par intégration des relations de comparaisons, on obtient

+o00 +o0 7E
s e 'u*du = 0| s e 2.du
— x—0* —
x x

ou encore apres simplification du membre de droite, on obtient :

oo S
/5 et u*du = 0|2e 2x
x—0T
x
Et en tenant compte de |'égalité (1), on obtient :
+o0 t 5
/ e xt%dt = 0f2xe 2.x
Js x—0+
Mais
)
2x%e 2 = 0(x")
x—0F
D'ou
t
oo _—
/ e x.4%dt = 0(x")
5 x—0*
Montrons maintenant que
+o00 7£ "
e X. t).dt = X
AT NOE N 6




Par définition de py, il suffit de montrer que

x—0+
t k+A—p
En effet, on a d'aprés ce qui précede, pour tout k € {0,..., N}, [{®e x.t H At = 0 (x™).
x—
Donc kA
N ie L KFAZH
Z/ e Xt M4t = 0(x"),
k=0"90 x—0+
donc par linéarité de l'intégrale,
k+A—
400 ,E N +‘u s p "
e X ) ap.t t = 0(x
/5 kg“o k x—07" ( )

Il reste 3 montrer que

Premier cas : 6 > 1.
Dans ce cas, par |'hypothése (a) faite sur la fonction f et la croissance de I'intégrale, on obtient :
Vx)0,

+o0o 7£ +oo 75 +o00 z
/ e X.f(t).dt g/ e x.|f(t)|.dt§/ e x.C.tK
Jo Jo Js

Mais d'apres ce qui précede,
D’ou

Supposons maintenant 5(1.
D’apres ce qui préceéde,

t

3 1,y n ; 1,1 ,—tx —
Reste & montrer que [5e X.f (t).dt 0 (x™) ou encore xgrfoo <f5 et f (1) .dt) =0.

X;O*
En effet, on a

i n ,—t.x -
vt € [5,1], XETOO (x".e f(t)n) ;0
V(x,t) €RY x [5,1], [xmetrf (1)] < (?) ()]
n\”n
te|s,1], et = (=) e

car pour t € [5,1] rg)z%x(x e t¥) (t) e

n\n
Et en notant ¢ (t) = <?> 7" |f ()], alors @ est intégrable sur [5,1].
Donc d'apres le théoreme de convergence dominé, lim <f51 xme B f () .dt) =0.

X—+00
D’ou
t t t
+o0o —— 1 —— +oo ——

/ e x.f(t).dt:/ e x.f(t).dt+/ e X.f(f).dt = 0(x")

Js 5 1 x50+
Soit ¢€)0.
Par I'hypothese (b) faite sur la fonction f,

N+A—-pn
t) =01t H
N (1) =)
N+A—-pu

Donc il existe 6)0 tel que pour tout t € ]0, 8],

pn (B <et M
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N+A—-pu

Or la fonction t — ¢ H = ﬁ est intégrable et pour x)0,
PooK
L
e X.py (t) o P (1)
t t t NtA—p

Donc la fonction t — ¢ X .py (t) est intégrable sur ]0, 8] et | @ eig.pN (t).dt| <ef¢ e x.t K dt.

. . t .
Or en éffectuant le changement de variables : u = —, on obtient :
X

s t N+A—pu N+A [ N+A—-pn
/ e X.t H dt=x H ./xef".u H du
0 0

Donc
N+A & N+A—-pnu
‘/expN )t <ex H ./xf”.u K du
0
ou encore
N+ A N+A—u N+ A
too —— (N+A
‘/exPN )t <ex H / et K du=¢ex H F<L)
0 m
Ou encore
N+A
‘/expN )dt| < Clex H
Quonaposé C'=T (M)
u
Soit ¢€)0.
D’apres le 2)b), il existent §)0 et C' € R tels que

s t N+A
V)0, / e X.on(D)dtl <Clex K (1)
JO

N+A
D’autre part si on note n = {%} + 1, alors

Mais d'apres le 2)a),

Donc par transitivité,

t N+ A
[rmma = ofs w
e X, t = X
) pN( ) x—0*
Donc il existe 17)0 tel que pour tout x € |0, 7],
N+A

too L R
/ e X.oy(f)dt| <ex H (2)
5

Donc compte tenues de (1) et (2) et la relation de Schasle, on obtient :

t N+A N+ A
foo ——
Vxe]O,n],/O e X.oy (f).dt <Clex H 4ex H

Et ceci pour tout ¢)0, donc :
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(d) Soit x)0.
t t t
Par I'hypothese (a) faite sur f, on a Vt > 1, e_;.f H < Ce x.tK maisCe xtK = 0 (12)
t—+00 t
t
D’ou I'intégrabilité sur [1, +oo[ de la fonction t — e_;.f (1).
k+A—pn

1
D’autre part, pour tout k € {0,...,N}, la fonction t — ¢t H = % ot intégrable sur ]0,1], donc

t H
t

par I'hypothés (b) faite sur la fonction f, f est intégrable sur ]0,1] et comme eig.f (1) o |f(t)], donc t —
—

t
e_;.f (t).aussi.
t
Dol I'intégrabilité sur ]0, +oo[ de la fonction t — e X .f ().
Par suite F est bien définie sur ]0, +co|.

D’autre part si x)0, alors on a succéssivement

ktA—u N oo

oo L oo [N L oo —
F(x):/ e X.f(t).dt:/ e x| Yat M 4oyt |dt=Y o / e Xt K4t +/ e
0 0 k=0 k=0 0

t k+A—p k+A
. - k+A
Mais pour tout k € {0,...,N}, j0+°°e X .t H dt =T (%) x H . Apres le changement de variable

D’ou

).x Ko 4+0fx H quand x — 0.

1irr}+® (8) = 400
s : Lyt _ s——
(a) On vérifit que @ est strictement décroissante sur |—1,0[ et 11151 O (s) =0
s—0~
Donc @ définit par restriction a I'intervalle |1, 0[ une bijection de ]—1,0[ a ]0, +o0].
lim @ (s) =0
s—0+
lim ®@(s) =+oc0 °
s—+00~
Donc @ définit par restriction a I'intervalle |0, +-co[ une bijection de ]0, +oo[ a ]0, +o0].

De mé&me on vérifit que @ est strictement croissante sur |0, +-o00] et {

(b) On sait que la fonction s — In (1 +s) est développable en série entiere et
+00 k Sk
A4 -1,1[,—In(1 = -1)" —
sel AL (49 = ¥ 1
Donc pour tout s € ]—1,1[, on a succéssivement :

O(s)=s—In(1+s) = (fl)kS—Jrs:Z(—l)k{

o . P < kst oo kg sKH2 +o0 sk
Mais apres changement d’indice et simplification , ¥ (—1) = Y (1) —— =
k=2 k=0

D’ou

(c) D’apres ce qui précéde, développement limité a I'ordre 4 en 0 de la fonction @ est

O (s) = %52 - %53 + 254 +0 <S4>
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00
Et celui de la fonction § — Y. by.q* est donné par :
k=1
+00 X
Z by.q" =bi1g+ bzqz + b3t]3 + b4q4 +0 (q4>

k=1

+o00
Donc par composition celui de g — @ < Yy bk.qk> est donné par :,
k=1

=k 1.0 2 1.3\ 3 1o 2 1.4\ 4 4
O Y big") = S0307 + (baba = 20} ) P+ (bibs + 503 = bbr + b1 ) g +0(q%)
k=1
Mais par hypothése, nous avons
+00 r )
O Y begt | =497 (1)
k=1

au voisinage de 0 dans [0, +oo].
Donc par unicité du développement limité, on obtient le systeme :

1
1
biby — 53 =0

1 1

Et compte tenue de I'hypothése by1)0, on obtient

by =2
-t

ba — —
*T 92

D’autre part, comme

+oo
k —
k;bk.q ot = V24,

400
alors la fonction g — ¥, by.gk est strictement positive au voisinage a droite de 0.
k=1

Et donc la relation (1) ci-dessus devient
+o00 B )
Oy | Ybg" | =%
k=1

au voisinage a droite de 0.
Ou encore

zbw" =07 (%) (2

au voisinage a droite de 0.
Donc

O3 (g2) = b1q+ bag® + bsg® + 0 (93)

au voisinage a droite de 0.

Ou encore 5

_ = 3
@1 (q) = b1/q+bag +b3g2 +0 (‘15)

au voisinage a droite de 0.
Et en tenant compte des valeurs de by, b, et b3, on obtient :

_ 2 1 = 3
o' (g) = \/E+§q+9\7q2 +0(‘7§)

au voisinage a droite de 0.
D’autre part, compte tenue de ce qui précéde, on a succéssivement,
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1
((D;l> (9) = —————— (expression de la dérivée d'une réciproque)

1 CD+_1 (9) . / S
= — (0] =
— @ (puisque @' (s) T s

)

3 quand g — 0, 4)0

\f+3q+ fq +0<q;)

= quand g — 0, 4)0
\Fl—k \fq 8q+0(q)

1 V2 1)’

- q

= ( 18q> + <3 + 18[1) +0 (q)) quand g — 0, 4)0
+

— \/17 % \if 0(y/9) quand g — 0, )0

D’ou
<®11)' (q) = % 4=z 2 + 6\& +0(y/9) quand g — 0,4)0

Ce développement peut-&tre obtenu en dérivant I'égalité (2).
/
On fait de mé&me pour CD:1 et ((D:1> .

Soit y)0.
En tenant compte du 1.b et en utilisant la relation de Schasle, on a succéssivement,

My = e’y.yy./Jrooe’y'(D(s).ds
-1

= e’y.yy./o e’y'<D<5>.tisJre*y.yy./droo e Y20 gs
0

= efy.yy.‘/.o e*ny—(S).ds +e7y.yy./.+oo efy.fm(s)_ds
0

Mais ®@_ (resp @, ) est un C! difféomorphisme de ]—1,0[ dans |0, +oo] ( resp de ]0, +oo[ dans lui méme ), donc
par le changement de variables : g = ®_ (s) dans la premiere intégrale et 4 = @ (s) dans la deuxieme, on obtient :

I'(y)=—eY.yY. ./O+OO e V4. (d):l>l (q) .dq +e’y.yy./0+oo e Y. (d)jrl)/ (q) .dq

Enfin par la relation de Schasle, on obtient I'égalité :
+oo / /
—e VY —vq -1 — (!
Fy)=e’y /0 e ~((®+) (9) (GL) (q))dq

Notons pour £)0, f (t) = ((D;l>/ (t) — (@:1>/ (t).

On a d’aprés ce qui précede,

/ 1
vt>1, | (ot (t)‘* 14+ —
( > q>+1 (t)
Donc par croissance et positivité de ®771, |1+ 1 1
i itivi , = <
P P + S0 o1 (1) o1 (1)
Donc
/
Vt21,< ;1) (t)‘<1—|— -
o (1)

De méme, on vérifit que

Par suite
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1 1
Donc f vérifie I'hypothése (a) du 2, avec C =2 + — et K=0
f ypP (a) o) o (1)

-
Ft) = \/§+ %.\ﬁJrO(\ﬁ

Donc f vérifie I'hypothése (b) du 2, avec N=1, u=1et A =
1

1
On conclut alors par le 2.d que F (x) = v/2.T (E) x2 4 =—=T

D’autre part, d’apres le 3c.,

R
E) X2 +0 (xz).quand x — 0t

Ou

Donc par composition :

[ (D) ()2 20 (2). (1) o[ (1)7) ooy o

Donc compte tenue de la question précédente,

Py) =t [ e p ) dt = ety (%) . G) : +e-y.yy%.r (g) . (;) % +0 (i)

. 1 3 1 1 1 T
Mais I (§> = /7 et compte tenue du 1a, T (§> =T (1 + E) = E.F (§> =5

D’ou

N W

. quand y — +c

1
_ 27\ 2 1 1
r =e Y. y(—) <1+7+0<7)> quand ¥ — 400
(v) vy .y y y

t

t
-= = 1 -
4. Soit x)0, alors t — e x.t~! est continue par morceaux sur [1, +co[ et e X.t71 0 (t—z) donc F (x) est bien définie

t%:oo

. t
et par le changement de variable : u = >

+oo p—U
F(x)= 1 T.du.
x
1
En particulier F est C! sur ]0, +o00[ et Vx)0, F' (x) = —%.67;.

On conclut alors que F est C® sur ]0, +oo| puisque F’ I'est.
Remarque : On pourra aussi utiliser le théoréeme de Leibniz

5. Procedons par récurrence.
Initialisation :
Soit x)0, alors par intégration par parties,

t t toeo t
oo _—— - +o00 ——
F(x) = / e x.t ldt= [(x.e x) .t_1] — x./ e x.t72
1 1

Donc apres simplification,

D’'ou le résultat pour N = 1.

Hérédité :

Soit N > 1 et supposons pour tout x)0, F (x) = Sy (x) + Ry (x).
Pour tout x)0, on a par intégration par parties,

+oo

t t
- 400 _—
Ry (x) = (-1)N N1.xN. —xe x | . (N+D) —x(N+1) / e x.t~(N+2) g
1

ou encore, apres simplification,
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Donc

1
x

t
_ 400 _—
SN(X)+Ry(x) = [Sy(x)+(—1)NNLNHe +(—1)N+1(1\i+1)!.xN+1./1 e x.t~(N+2) gt

t
+o0 _——
= Snp1(x)+ (—1)NJrl (N + 1)!.xN+1./ e x t~(N+2) g4

1
= Sn+1 (%) + Ryy1 (%)
Donc
F(x) = Sn41 (x) + Ry41 (%)

D'ol la récurrence.

(a) Il s'agit d'une série entiere dont le rayon de convergence est 0, par la régle de Dalembert.
Par suite cette série converge uniquement pour x = 0.
Montrons maintenant par 'absurde et supposons que cette suite est bornée, alors d'apres le 5., la suite (Sn (x))n>1
est bornée, donc la suite (Son (¥)) =1 est aussi bornée; mais cette suite est décroissante a partir d'un certain rang,
puisque
1
VN > 1, Sona (%) — Son (%) = (2N)Lx®NF e x (1 — (2N +1) .x)
Donc la suite (Spn (x)) 7 converge, donc la suite (Sont2 (X) — Son (X)) 1 converge vers 0.
Mais d'apres ce qui précede,
1
SoN+2 (x) — Son (x) ~ — (ZN + 1)!.X2N+2.E_x

Ce qui est impossible puisque la suite((2N + 1)1.x2N+2)

N>1 diverge vers +o00.
D’ol la suite (Ry (X)) n>q est bornée.

(b) Si N >1 et x)0, alors

t
- t 1
+oo X 400 —— _Z
|IRN (x)|:N!.xN./1 :Nﬁ'd §N!.xN./1 e x.dt =NLaNTle x = |ry (v)
Et
[RN1 (%)] < [rva (%)
Mais
1 1
Irng1 (%)) = (N+1)taNT2e x = 0 |rn (x)] = NLxNtle x
xX—
D'ol

Rvs1 (9] = 0 (I (x)])

(c) Soient N >1 et x)0.
Alors par intégration par parties,
Ry (x) =N (x) + Ryn+1 (x) .

Donc
RN (x) — TN (x) = RN+1 (x) .
Donc compte tenue de ce qui précede,

Ry (x) —rn(x) = 0(rn(x))

x—0
D'ou
Ry (x) ~ N (x).

x—0

(d) POUVNZl.OnaM:(NJrl).xglssiNg EY Y
rn (%) x

Donc la suite (|ry (¥)|)n>q est décroissante jusqu'au rang | = |, puis croissante.
= x

(a) On a succéssivement :

)
=
R

Sn(x) =% (DT (k—1)txke

1

1 (=1 e ()]
(1) |re ()]

k=0

M-1
= ¥ (Irax ()] = [roxg1 (x)])
k=0

2™

N >

x_
ol ™

M-1
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1 1
Mais d'aprés ce qui précede, la suite (|ry (x)[)y>q est décroissante jusqu’au rang [x} d’autre part 0(x < SN donc
pour tout k € {0,..., M — 1}, |ror (x)| > |r2p11 (x)].
Par suite Sy (x) > 0.
D’autre part, on a succéssivement :

M-1 M-1 M-1
Y (1- (2 +1)x). (1)L Y @t Y (21 4 1)1a7 2
1=0 1=0 1=0
M-1
— (_1)21 2I+1+ Z 21+1 21+1) 21+2

M2 I

(—1)F 1 (k= 1)1k

-~
Il
—_

(=1)F 1 (k= 1)1k

[
M=

k=1
1
= Sy (x) ex.
Mais F (x) = Sy (x) + Ry (x) et Ry (x) = Ropr (x) > 0, donc F (x) > Sp (x) ou encore en tenant compte de I'égalité
précédente,
M- 1
( Y - +1)x). (21)Lx21+1) e X,
=0
Par suite, ( | ( |
RN x) RN x)
EN(X)*’ F(X) = " 1
( Y (1-(2+1)x).(2)! x21+1) e x
1=0
Mais ,
_- . ¢ 1
= ¢ N Tx g = N+1 7 ¥
[Ry (x)] = N! / At < NL / e X.dt=Nlx x
D'ou I'inégalité,
Ry (x) N1.xN+1

M-1 ’
Y (1—(21+1)x). (20)1x2+1
1=0

(b) Simple vérification.

8. Soient f dans Cep (R2) et soit €)0.
Par définition de cet ensemble, ils existent n € N*, f1,..., fu,81, ..., &1 € Cper (R), tels que pour tout 8 = (61,6;) € RZ,

0) = éfi (61).8i (62) -

Mais I'ensemble des polynémes trigonométriques d’'une variable réelle est dense dans Cper (R).
Donc pour chaque i € {1, ...,n}, ils existent P;, Q; des polyndme trigonométriques d'une variable réelle, tels que

£

Ifi = Billoo < 3= 1)

Igi = Qillew < 3BT D)

n
Par ailleur, si on note R la fonction définie sur R?, par R (61,6,) = .lei (61) .Q; (62).
i=

Alors d'une part, on vérifie qu'il s’agit d'un polynéme trigonométrique de deux variables et d'autre part, on a succéssivement :

0= (01,8 € R 1 0) - R(0) = £ £1(00) i(62) ~ £ Pi(01).Q(02)
£ (00) 5:(02) ~ 2.(01).: 02)|
g((ﬁ(l)f P (61)) 3 (02) + (5 62) ~ Qs (62) : 61)|
(£ (81) = Pi (01)] 18 (02)] + I8 (02) — Qi (62)] - [ (61)1)

< % (1fi = Billo - I8l + 151 = Qllo - IPillc)
<f (z<|gw Isiloo + Ay 171 )

£ £
< —F—)=e
_,El 2n+2n> ¢

<

H ™=

M=
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D'od
If =Rl <€

On conclue alors que I'ensemble des polyndmes trigonométriques en deux variables est dense dans Cs,) (RZ).

— . N . 11 .
9. Comme ¥; est 1—périodique et continue sur un segment de longueur 1, a savoir {75, E} , alors elle est continue sur R,

donc par composition, la fonction ‘Pj,k aussi. Et sa 1—périodicité provient de la 1—périodicité de laa fonction Y.
10. ..
(a) D’apres le 9., pour tout kq,ky dans {0,...,j — 1}, W, et W;, sont dans Cper (R), donc les applications (61,02) —
Wik (01) Wik, (02) sont dans Csep (R?) et ce dernier est un espace vectoriel.
Par suite, S; (f) € Csep (R?).
D'autre part, montrons le lemme : pour k € {0,...,j—1} et | € Z, ¥;; (%) =Y; (%) = 01 ( Symbole de

Kcroneker )
En effet, si [ =k, alors ¥; (ﬂ) =V¥;(0) =max(0,1) =1.
]

Supposons maintenant [ # k, donc |l — k| > 1.
D’autre part, comme ¥; est 1—périodique, alors quitte a faire la division euclidienne de I par j, on peut supposer
1€{0,..,j—1}; parsuite || — k| < j—1.

Onadonclg ’ﬂ

1 1 1
< ]T =1 — = et un petit calcul, montre que ‘P]- est nulle sur {f,,l — f] (ou dresser le
graphe de ‘1’]- ). Donc ‘1’]- ’;’ = 0. Mais ‘Pj est pair puisqu’elle est 1—périodique et pair sur un intervalle de
11 I—k
longueur 1 a savoir {75, E] ; donc ‘1/]- (T) :‘Pj <

Et si (I1,1) € Z?, alors via le lemme, on a succéssivement,
51 (f) (11 zz) ji Ef(kl kz) v (ll) w (lz)
1 YA = . s Tk - | Yk -
! i’ K=ok NG NG ) TR
N h—k I —k
1 K2 1K 2 — ko
P () () ()
K1=0 kp=0 ] ] J )

%D = 0. D'ou le resultat.

j—1 j-1

= ). Zf (k71 1{72) b1, k01, k, ( d’aprés lemme )
k] Okz

_ (ll lz)

D’ou le résultat.

Osilé¢{kk+1}

(b) Onmontrequesi0§k,l§jflet9€F,—k—i_ {alors‘lf () = k+1—j0sil=k
U —k+jOsil=k+1

Et comme (01,6;) € {k%,kl%l [ X {k72’k27+1

[, alors on a succéssivement,

-1 j—
5 () (601,02) = ZOl]Zf(l]l ’j) W (61) ¥y, (62)

- (ll,lz)E{kl,k1J§i}X{kz k2+1}f l;' ZJZ) Yin 01) ¥, (02)
=f kik7> (k14+1—761).(ka+1—jO2)+
£t jon G 41— joa) +
f(".l,"z.“) (ki1 j0r) . (—k + j65) +
7

ok )-(*k1+]'91)~(*k2+]'92)

Et on vérifie que

(k1 +1—j61). (k2 +1 = jO2) + (—k1 +j61) . (ko +1 = jO2) + (k1 +1 = j61) . (—k2 + j62) + (—k1 + j61) . (—k2 + jO2) = 1

Donc S (f) (61,02) est barycentre des points f (%1 l7z> ou (I1,lp) € {ky, k1 + 1} x {ko, ko +1}.

Notons
“:Ek1+1—j91;.gk2+1—]‘92;
B=((k+2—-j01).(ka+1—j6>
y = (ki +1—j61).(ky+2—j6)
§=(k1+2—j61).(ka+2—j67)
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11.

12.

13.

Soit maintenant ¢)0.
La continuité de f sur R2 donc sur le compact [0,1] x [0,1] assure I'uniforme continuité sur ce compact. Donc

3000, (), (+9) € 0 x 017, ({ [FZU[28 = @) —r (/)] <))

D’autre part, soit jo > 2 tel que (V] > jo,% < cx) (**).

1
Et soit j > jo, alors pour tout (ki,kz) € {0,...,j—1} x {0,...,j— 1} et pour tout (01,6,) € k—l,kli

j
k) e, ol kg, k!
[%’%’Ll{"Sf(f”el"’”‘f(é’l'ez)‘: ‘X(f(j ]) a 92)) ++ﬁ§((ff(<k1]j+1,iz)j+13(61:(2),95(f(]

Et compte tenue de (*) et (**), on obtient : ‘Sj (f) (61,62) ff(91,92)‘ <ae+ Be+ye+de =e.
Donc Vj > jg et ¥V (k1,k2) € {0, ...,j —1} x{0,...,j — 1}

sup )Sﬂf)WLGﬁ‘ifwheﬁlgz.
{kl k1+1|: |:k2 k2+1|:
(01,02)€ | —,— X | —=,——
] ]
Donc Vj > j,
sup 5 (£) (01,02) — £ (61,02 < ¢

(91,92)6

y {k1 k1+1{ [kz k2+1{
s : X = ;

(k1K ) €40,y j=13 40,00 j=1} | ] ] ] ]

Ou encore Vj > jj,

sup ‘5]‘ (f) (61,62) *f(elfaz)‘ <e
(91,92)6[0,1[X[0,1[

Mais les S; (f) et f sont 1—périodiques, donc

sup [S;(f) (601,0) ~ £ (01,6)| = sup_[S;(f)(61,6) ~ £ (61,62)]
(91/92)6 [0/1[>< [0/1[ (61 ,ez)ERz
D'ou
Vi oS == sup |8;(f)(01,02) £ (01,05)| <
o0 (91,92)ER2
Par suite

lim s (5 —f|_=o0
J—+oo oo

D’apres le 8., I'ensemble des polyndémes trigonométriques en deux variables est dense dans Csep (Rz) et d’apres le 10., ce

dérnier est dense dans Cpr (]RZ), donc par transitivité I'ensemble des polyndmes trigonométriques en deux variables est

dense dans Cper (RZ).

+ F(0)

Si (F, &) est solution de (3) alors Vt € R, { F (t, o f(ozu(t)) , donc Vi € ]R,{ E(t) = fgtf(oc(s)) gS(O)

= a(t) =tw+
F(0)=0
a(0)=(0,0
Comme w = (w7, wy) est supposé résonnant, alors par définition, il existe (kq,k;) € Z2\ {(0,0)} tel que kywy +kyw, = 0.
k1.91+k2.92)

(
) alors Vt € ]R,{ E(t) = fgtf(oc (s)) -ds . Réciproque immédiate.

Et si de plus { a(t) =tw

D'autre part si on pose f (01,6,) = e2in( pour (01,6,) € R2, alors f est continue et 1—périodique en chacun
de ses

arguments et Vt € R, f (f.w) = e2nkitwithtan) — p2imtlkianth.w:) — o0 — 1.
Donc Vt € R, [} f (s.w).ds = t ou encore d'aprés le 12., Vt € R, F (t) = t27(h-with.as),

14. ..

(a) Il suffit de montrer ce résultat pour les polynémes trigonométriques de la forme f (01,6,) = e2im(11.01+12.02)  qyec
(I,1p) € 72
Dans ce cas, on a d'apres le 12.,

t b b
vVt e R,F(t) :/ f (s.w) ds :/ g2im(hs.witls.wa) g :/ g2ims(h-wnth.w) gg
0 0 0
Mais comme w n'est pas résonnant, alors I1.wq + I.wy # 0, donc

t
vVt e R, /t gdims(hhwith.wz) go {; 321'7T~5(11‘w1+12‘w2)} — ; <e2i7r.t(ll.w1+lz.wz) — 1)
0

2i714(11.w1+12.w2) : 0 - 21’7‘[.(114(1)1%»12.(1)2)

Par suite
2

27r.11.|w1+12.w2|

VteR,|E(1)] <
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(b) Soit €)0.

N €
Alors d'apres le 11., il existe un polynéme trigonométrique Q a deux variables, tel que || f — Q|| < 5
Donc

.t 6
Vi > 0’/0 f (s.0) = Q(s@)| s < £.]f = Qlloo < b5

D’autre part, d'aprés le 14.a, la fonction t — fé Q (s.w) .ds est bornée sur R; donc il existe une constante réel positif

C tel que
t
ViR, / Q(s.w).ds| < C
\F ) = |Js f (s.0) ]
) = |5 (f (s.0) = Qs.)) s + J§ Q (s.) 5|
Donc on a succéssivement, Vt > E'C' < Jolf (s.w) Q(s.w)|.ds+ ‘fo .w) .ds‘
<tfitc
<tif+2tE t
=ty Ty T

En résumé, )
Vvt > E.C, |F(t)] < te

Par suite, F (t) = 0 (¢) quand t — +oco0.

(a) Commencons par montrer que [ f) (dh (6).w).d6,d6, = 0.
En éffet, par définition de l'intégrale double on a :

Lon 1 oh 1
/ / (61,0,) .d6,d6, :/0 [ 5 (01,02) .0y ) do, = /0 (h(1,02) — h (0,6,)) d6,.
Mais h étant 1—périodique, donc V6, € R, h(1,60;) —h (0,0;) = 0.

Dol o
// 50, (01,02) 4010, =0

De méme, on a

P91 01,6, d61d0 Y9N 6,,0,) dos ) do L (h(61,1) — 1 (61,0)) o
// (61,62) 12:/@(089 1,62 2) 12/0 1,1) —h (61, 1.

Et pour la méme raison que tout a I'heure,

/ Y9N 61, 05) doydos — 0
0 0892 1,92 1402 —

Or, pour tout 8 = (61,6,) € R?,
oh oh

/ / (dh (6) .w) .46,d6, = 0.

Par ailleur, comme on a pour tout 8 = (01,0,) € R?, dh (0).w + g (0) = v, alors

/01 /01 (dh (6) .cw+ g (0)) .46, = /0 ' /0 " .40,d6,

1 /1
/ / v.d91 d92 =V
0 JO

Donc par linéarité de I'intégrale double et compte tenue de ce qui précéde, on obtient :

1,1
v= / / g (01,02) .d61d0
0 Jo

{ vy = fo fo 1 (01,02) .d01d0,
v2 = fo Jo 82(61,0,) .d01d6,
ol on a noté v = (v1,vy) et g1, 4> les fonctions cordoonnées de ¢
D’autre part, si on note hq, h; les fonctions cordoonnées de & alors I'équation (4) devient
ohq ohy _
@150, (0) + wy. 90, (60) +81(68) =v1 (1)

ws. ggz (0) +w2.g%2( ) +82(0) =12 (2)

D’ou

Mais on vérifie que

ou encore
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(b)

Comme g1 est un polyndme trigonométrique a valeurs réels, alors il est de la forme

g1(0) = Y (og. cos 27t (k.0) + By. sin 27 (k.6))
k=(ky,k;)€{0,....n}>

Dans ce cas,

(k. cos 27 (k.0) + By.sin 27 (k9))> .d6,dO,

[ (L

Mais un calcul simple montre que pour tout (kl,kz) e N2,

kl,kz ..... 1’1}2

Jo Jo cos 27 (k.0) .d01d02 = Sk, 0-5k,0 = Sk, f»),(0,0)
Jo Jo sin27 (k.6) .d61d6, = 0

Donc par linéarité
vy = Y %0 (ky ky),(0,0) = %(0,0)-

Et I'équation au dérivée partielle (1) devient :

oh oh .
@1 391 (6) + ws. 391 (6) = «(0,0) — Yy (aty. cos 27 (k.0) + B sin 27 (k.0))
kz(kllkz)E{O,‘..,n}z
ou encore
wl.agl (0) wz.aez ) = Z (. cos 27 (k. By sin 27 (k.

k=(k1,k2)€{0,...1}*\{(0,0)}

Alors en cherchant une solution de la forme

(61,02) — ) (et cos 271 (k.0) + .. sin 27 (k.6))
k=(k1,k2)€{0,...,n}*\{(0,0)}

et en supposant w non résonnant, on vérifie que |'application

Bk 435 .
(61,02) — Y (—.cos 27 (k.0) — —.stn(k.B))
k:(k1,kz)E{O,...,n}Z\{(O,O)} 27T (k1w1 =+ kzwz) 27 (k1w1 —+ szJz)

est une solution de (1).Et on fait de méme pour I'équation (2).

Comme « et h sont C1, alors par les operations algébriques, la fonction o est Clsur R et pour tout t réel,

~!

a () =d (t)+xdh (x(t)) .o (t).

Mais « est solution du probléme (3) et & solution de I'équation (4), alors on a succéssivement :

;c/(t):(w+xg(zx(t)))+xdh((x(t2) (w

=w+x(g(a(t)+dh(x ()) w) + x°d ((t

=w+xv+x2dh (a(t)).g (a(t))
—w+xv++xs(x,t)

Ou on a posé

e(x,t) =xdh(x(t)).g(x(t))

Mais par hypothése, 11 est 1—périodique donc dl aussi et étant continue par le fait que /1 est supposée C!, alors

dh est bornée, de méme pour g. Donc l'application t — dh(a(t)).g(x(t)) est bornée sur R; et si on note

M = sup |dh (x(t)).g (ax(t))], alors ¥Vt € R, |e(x,t)] < M|x| ou encore, sup|e(x,t)] < M|x|. En particulier
teR teR

lim (sup le (x, t)|> =0.
x—0 teR

Notons A = sup |« (#)]].L'existence est assuré par la continuité de I'application « sur le compact [0, T].

te[0,T]
D’autre part, on vérifie que pour tout t € [0, T], le segment [t.w, & (t)] est contenu dans la boule B (Og2, T.cw + A) de
R2,
Notons enfin K = sup ||dh (y)||, dont I'existence est assuré par la continuité de I'application dh et la

yEB(0p2, T.w+A)
compacité de la boule B (Og2, T.w + A).
Par ailleur, en intégrant I'égalité du 15b., on obtient pour tout ¢ réel,

~

~ At
a(t):a(0)+(w+xv)t+x/0 e(x,s)ds
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ou encore, pour tout t réel,
t
o (t) = xh (0,0) — xh (o (1)) + (w—|—xv)t—|—x/ ¢ (x,5) ds
JO

Par suite pour tout ¢ réel,
a(t) = (w+xv)t+x(h(0,0) —h(t.w))+xn(x,t)

ol on a posé t
1 (x, 1) :h(t.w)—h(cx(t))—i—/o e (x,5)ds

ou encore en utilisant I'expression de la fonction ¢,
t
n(x,t) =h(t.w)—h(a(t)) + x/o dh (x(s)).g (e« (s))ds

Mais
< el [ dh (a(5)) 8 (x(9))

lim | sup =0
=0\ tefo,1]

D’autre part, en utilisant |'inégalité des accroissements finies, on a succéssivement :
pour tout t € [0, T7,

x/tdh (a(s)) g (a(s)) ds

su
P 0

te[0,T]

Donc

x/otdh (a(s)).g (a(s)) ds

[h(t.w) =h (e ()] < e (t) —t.wl|  sup |ldh(y)]
ye|t.w,a(t)[
< ) —twl sup dr(y)]|
yEB(0p2, T.w+A)
< Kler(t) - t.w|
Mais en intégrant la deuxiéme équation du probléme (3), on obtient :
pour tout t réel,

a(t) = t.w—l—x/otg(oc(s))ds
Donc pour tout t € [0, T,
T
[ (t.w) =R (a(t))] < K|9f|/0 18 (o (s)) ]l ds
Donc

lim | sup ||k (t.w) —h(“(t))”) =0
=0 \ tejo,1)
Dot I In (x,£)]| = 0
m sup |[1 (X, =
XQOtE[O,T]
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