Corrigé

Premieére partie

1) a) Pour { = 0, on considére que [0,£] = {{}. Pour w € Q la suite (Sx(w)) est strictement croissante. Si
N(0,f) =n+1alors il y an + 1 indices k tels que 0 < Si(w) < £ et ce sont les n + 1 premiers d’oul
Sn(w) < €< Spyi(w). Ainsi, {N(0,{) =n+1} C {Sn <€ < Sn41}. L'inclusion réciproque ainsi que
les deux autres relations se justifient de maniére analogue.

b) C’est l'inégalité de Bienaymé-Chebychev pour S, d’espérance ) ., E(Xx) = nm et de variance
> k=1 V(Xx) = nv par indépendance des Xy.

2) On a dans [0, +o0] :

E(Y) = ikP(Y:k) = ikP(Y:k) =§:Z]P’(Y=k) =ii1@(¥=k)
k=0 k=1

k=1 (=1 =1 k=¢

S
=1

L'interversion des sommations est valide, s’agissant de réels positifs.
3) a) C’est l'inégalité de Markov appliquée & la variable aléatoire exp({ — S;,) d’espérance

E(e X1 7Xn) = e'EB(e ) ...E(e ") = e'E(e ).

b) E(e™*) = > 02, pie < 1, d’ou la convergence de P(S,, < {) vers 0.
Ensuite, P(N(0,£) > n) = P(S;,—1 < {) — 0 donc par continuité décroissante, P(N(0,{) = co) = 0.
n—oo

(S
Enfin, E(N(0,0)) = >0, P(N(0,8) > n) < 307, e'E(e™ )"t = m'

c) Onnote A, = {a € RtqP(Sp, =a) #0}, A=J,_,An et D = A — A (ensembles dénombrables) :
P(Sn—1 <x < Sn, N(x,x+1{) > k)
= 2: E%Sn_lzzaﬂ%l:ly5n+k_1:(ﬂ

acA, a<x

bEA, b>x
CEA, c<x+L

= Y PSan1=¢,S.=bSnjk1-Su=c—b)
acA, a<x

beA, b2>x
CEA, c<x+L

= Z P(Sn-1=0a,54 =b)P(Sn4x—1—Sn =c—D) (indépendance des X;)
acA, a<x

beA, b>x
ceA, c<x+L

= Y PSa1=0,Sa=b)P(Sk1—Sg=c—Db) (équidistribution des X;)
acA, a<x

bEA, b>x
cEA, c<x+L

= > P(Sn—1 = a,Sq = b)P(Sx_1 — Sp = d)
acA, a<x

bEA,  b>x
dEA-D, d<x+L—b

> P(Sn1=0,Sn =b)P(Sk_1—Sp = d)
acA, a<x

bEA, b>x
deD, d<(

> P(Sn-1=0a,50 =b)P(Si_1 — So < 0)

/A
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En sommant sur n on obtient P(N(x,x +£) > k) < P(N(0,£) > k) ce qui implique par continuité
¢
f — o) — ; < <—F5 .
décroissante P(N(x,x + £) = co) = 0 puis E(N(x,x +{) < E(N(0,¢)) < T~ Fexp(—X))
Deuxiéme partie
4) a) fn(x) est la n-éme somme partielle d’une série termes positifs (finis car g est bornée).

b) Pour w € Q on a N(x — K;x)(w) = Y77, 9(x — Sx(w)) = >prp Ye(w) et il s’agit de prouver
que E(N(x — K,x)) = >p2 o E(Yx) = f(x). Pour ce faire, considérons le schéma d’interversion des
limites suivant :

(1) S

ip(vo+...+vp >k) ————— > P(N(x - K,x) > k)
k=1

p—o00 k=1
(2) F?ﬁé’ [n—m
iP(Y0+...+Yp>k) E(N(x — K, x))
k=1
E(Yo) + ... E(Yp) 5w f(x)

(1) a lieu par continuité croissante. Pour égaler les limites, il suffit de prouver l'uniformité de (2) par
rapport au paramétre p. Et de fait :

0< Y P(Yo+...4+Y, 2k < > P(N(x—Kx) >¥k),
k=n+1 k=n+1

quantité indépendante de p, et tendant vers 0 quand n — oo en tant que reste d'une série convergente
(on a vu que E(N(x — K, x) est finie en 3c).

c) Car g < [[g]locLfo,k]-

d) La suite (f,(x)) étant croissante et majorée, il y a finitude de f(x) et convergence simple de f,, vers f.
f est positive et est nulle sur | — oo, 0[ car les f,, le sont. Donc {x tq f(x) # 0} C R* et le support de f
est lui aussi inclus dans R™. Enfin f est bornée car les f,, sont bornées par deux mémes constantes.

5) On note A = {a € RtqP(X = a) # 0} et B = {b € RtqP(Y = b) # 0} (ensembles finis ou
dénombrables) :

E(e(X,Y))= > @(a,b)P(X=a,Y=0b)

(a,b)eAXB
=> ) o(a,b)P(X=a)P(Y =b)
acA beB
=Y E(e(a,Y) P(X = ).
acA
6) a) 1

fr1(x) = E(g(x — So)) + D_E(g(x — X1 = (Xz + ... + X))
n+1l oo k=1

=g(x) + Z ZpiE(g(x —xi — (Xa+ ...+ Xk)) (indépendance)
k=11=0
oo n+41

=g(x) + Z ZpiE(g(x —xi — (Xa+ ...+ Xk))
i=0 k=1
oo m+1

=9() + > PE(glx —xi — (X1 + ... + Xi1)) (équidistribution)
i=0 k=1

=g(x) + Zpifn(x —Xi).
i=0
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b) Onapour x e Ret n € N: frp1(x) < g(x) + Y oo Pif(x — xi), d’ott en faisant tendre n vers 'infini
a x fixé :

%) < g(x) + Y paf(x = x.).

Par ailleurs, pour x € R, n,k € N: f11(x) > g(x) + 21;:0 pifn(x —xi), puis en faisant tendre n vers
linfini & x, k fixés : f(x) > g(x) + Z]'f:o pif(x —xi), et enfin en faisant tendre k vers l'infini :

f(x) = g(x) + Y _pif(x — x0).
i=0

7) a) C’est vrai pour n = 0 et si ga ’est pour n alors :

E(h(x — Sn+1)) = E(h(x — Xn41 — Sn)) = Zpi]E(h(x —xi —Sn)) = Zpih(x —xi) = h(x).
i=0 i=0
b) Pour w e Q,x c Ret n € N: [h(x — Sp(w))| < [|hf[ocIgs, <x}(w) donc

IR0 < [E(h(x = Sn)) < E((x = Sn)) < [MooP(Sn < %) — 0.

— 00

c) Si f, ' sont deux solutions de (E) alors h = f — f’ vérifie les hypothéses de la question précédente
donc est nulle.
8) a) C’est ’ensemble A introduit dans la réponse & 3c.
b) C’est la formule de transfert pour E(g(x — Sk)).

c) fu(X) = Dpeo Do P(Sk = Y1)g(x — Yi) = 2720 Do P(Sk = Yi)g(x — yi) = 2724 di,ng(x — yi)-

Comme les Xj sont & valeurs strictement positives, pour tout i les événements {Sy = yi}ren sont
deux & deux disjoints et donc qin = P(3k € [0,n] tq Sk =yi) e P(3k € Ntq Sx =yi) = qi par
continuité croissante. On a donc fn(x) < > 2, qig(x — yi) (inégalité dans [0, 40c0]) puis en faisant
tendre n vers l'infini a x fixé : f(x) < 32, qig(x — yi). L’inégalité inverse se démontre comme en
6b en minorant f,,(x) par une somme finie. En particulier la série Y ;- qig(x — yi) est convergente.
La deuxiéme relation demandée s’obtient en prenant g = 1g k-

9) a) Soit [a,b] un segment. Pour x € [a,b] et i € N on a [qig(x — Yi)| < [|gllocqil[a—k,b](Yi), quantité
indépendante de x et dont la série converge vers ||gl/cE(N(a — K, b)).

b) g étant continue & support compact est uniformément continue. Soit € > 0 et soit § > 0 associé :

lg(s) — g(t)| < € pour tous s,t tels que |s — t| < 5. Quitte & le diminuer, on peut supposer o < 1.
Considérons s,t € R tels que |s — t| < & avec par exemple s <t :

[£(s) = F(0)] = |3 aila(s = yo) = 9t~ vo)|
i=0
=| X ailgls—y0) - gt —u)

ieN, yi€[s—K,t]

< Z qilg(s —yi) — g(t — yi)|
ieN, yi€[s—K,1]

< Z qi€
ieN, yi€[s—K,t]

= eE(N(s — K, 1))

etfs-f-K

Se——

1 — E(exp(-X))
eltK

S T Bexp(—X))”

(question 3c)
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c) g’ est continue et & support compact. Elle est donc bornée. Il en résulte que la série des dérivées
Zfio qig’(x —yi) est normalement convergente sur tout segment de R comme en 9a, donc que f est
de classe C! avec f'(x) = > 0y qig'(x —yi). On a ensuite

/ S / / e*llglloc
LRCIIRS > qillglloe = E(N(x = K, X)) g lloe € — 55
. 1-E(e™™)
ieN, yi€[x—H,x]

donc f’ est bornée. La continuité uniforme de f' se démontre comme en 9b. Enfin, comme la série

(o) P N . LY
> icoPi est absolument convergente, on peut dériver (E) terme a terme ce qui donne la derniére
relation.

Troisiéme partie

10) a) nx + k(y —x) = (n — k)x + ky et n — k, k ne sont pas simultanément nuls.
b) N* et |0, +oo[ sont stables par addition avec r(N*) = 1 et r(]0, +oc[) = 0.
11) a) C’est une propriété de la borne inférieure.
b) Les deux points na + kd, na + (k + 1)d appartiennent bien a l'intersection d’aprés 10a et tout autre
point de [na+kd,na+ (k+1)d] est & une distance moindre que d/2 de 'une des deux bornes. Comme
d/2 < r(A), il n’appartient pas a A.
c) Soit ng = min{n € N tq nd > a}, qui existe et est supérieur ou égal a 1 car a et d sont strictement
positifs. On a nga + ngd > (g + 1)a par construction, et nga+ (np —1)d < (ng + 1)a < nga + ned.
Ces trois nombres appartiennent a A donc les deux premiers sont égaux d’aprés la question précédente.
Ainsi a = (ng — 1)d.
d) Soit x € A tel que x > nga : il existe n € N tel que na < x < (n + 1)a puis il existe k € N tel que
na+kd<x<na+(k+1)d. Onanzngetk<ncarna+(n+1)d>na+ngd>Mn+1la>x
donc x = na + kd d’aprés 11b. Ainsi tout élément de A suffisamment grand est divisible par d.
Pour x € A quelconque il existe deux multiples successifs mx, (m+ 1)x qui relévent du cas précédent.
Ils sont divisibles par d et leur différence, x, l'est aussi. Ainsi A C dZ.
12) a) Soient a,b € A tels que 0 < b —a < 1. A contient toutes les combinaisons na + k(b — a) avec
n € N* et 0 < k < n. En particulier, tout segment de longueur n dont la borne inférieure appartient
a [na,nb] contient un élément de A. On a (n+ 1)a < nb si a < n(b — a), ce qui a lieu dés que n est
assez grand, mettons n > ng. Alors [J;_,, [na,nb] = [noa,+oo[ donc A = nya convient.
b) Soit ¢ > 0 et soit 1 > 0 tel que [x —y| < m==|f(x) — f(y)| < e. Considérons une suite de réels (x,)
telle que xn, —> +00. Pour n assez grand (n > ng) il existe y, € A tel que x, < yn < xn + 1.

La suite (yn)n>no est & valeurs dans A et tend vers l'infini donc pour n encore plus grand (n nl)
on a [f(xn) — f(yn)| < € et [f(yn)| < € dott |f(xn)| < 2¢. On a ainsi prouvé que f(x,) = 0, puis

f(x) . ~>—+>oo 0 par caractérisation séquentielle de la limite.

Quatriéme partie
13) a)

h(0) =E Zh —yi) P(Sn = 1)

> h(=y)P(Sn =1) + h(—x) P(Sn = X)

ieN, yi#x

< Y. h(0)P(Sy =1)+h(—x)P(Sh =)

i€N, yi#x
= h(0) P(Sn # x) + h(—x) P(Sp = x).
X

n
On en déduit (h(0) — h(—x))P(Sn = x) < 0, puis h(0) < h(—x) et enfin 1'égalité.
b) Six,y € Ax\{0}, soient n,p € N tels que P(S, =x) > 0et P(S, =y) > 0. Alors par équidistribution
on a aussi P(Sn4p — Sn =y) >0, d’ot

P(Sntp =x4+Y) ZP(Sn =%, Sntp = Sn =Y) =P(Snu = %) P(Sng4p —Sn=y) >0
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14)

18)

)
d)

)

b)
c)

d)

e)

donc x +y € Ax \ {0}, ce qui prouve la stabilité par addition. Ensuite, si r(Ax \ {0}) # 0 alors
Ax \ {0} C dZ pour un certain d > 0 et en particulier P(X € dZ) = P(S; € dZ) = 1 en contradiction
avec I’hypothése faite sur X.

Appliquer 12b & x — h(—x) — h(0).

h est continue sur R~ et tend en —oo vers sa valeur maximale donc il existe un réel ¢ < 0 tel que
h(c) = min(h(t), t < 0). En reprenant 13a, on prouve que h(c — x) = h(c) pour tout x € Ax, d'oit
en faisant tendre x vers +oo dans Ax : h(c) = h(0), c’est-a dire : h est constante sur R~. On peut
alors appliquer 7b & la fonction x — h(x) — h(0) car > -, pi = 1 : cette fonction est nulle et ainsi h
est constante sur R.

f’ étant bornée, la borne supérieure existe et est une fonction de x bornée, décroissante. Une telle
fonction admet une limite finie en +o0.

Pour n € N* on peut trouver y,, > n tel que |sup(f'(t), t >n) — f'(yn)| < £.
On peut intervertir limy_, o, taxe €6 Y ;oo dans larelation f'(t+tx) = g'(t+ti)+ > oo Pif’ (t+t—xi)
car ) .o, Pi est absolument convergente et ' est bornée. Il vient : Vt € R, &(t) = Y o, pi&(t — xy)
car ¢’ est nulle au dela de K.

Soit ¢ > 0 et soit & > 0 tel que |x — y| < d==|f'(x) — f'(y)| < e. Par translation, pour tout k € N :
[x—y| < § = |&x(x) — &k (y)| < € puis, par passage & la limite : |[x—y| < d=|§(x)—&(y)| < €. Ainsi
& est uniformément continue sur R. On montre de méme qu’elle est bornée et, par construction, elle
atteint son maximum en t = 0 avec £(0) = ¢. Alors on peut appliquer 13 qui conclut a la constance
de E&.

Soit a € R. Comme il y a convergence uniforme sur tout segment, on peut passer a la limite (k — oo,
a fixé) dans la relation : |f1f:o ' (te+u) du| = [f(tk+a) —T(t)| < 2||f]|o ce qui donne : |ca| < 2||f||oo-
Et a est arbitraire, donc ¢ = 0.

Car inf(f'(u), u>1t) < /(1) <sup(f'(u), u>t).

WV

f) Car inf(f'(u), u>1t) < w < sup(f'(u), u > t) lorsque { > 0.
E(N(x,x + 1)) = > 72 o E(Ljo,q(x + £ — Sk)) = % Le nombre moyen de sommes comprises dans un
X—400

intervalle donné de longueur { est de ’ordre de la longueur de cet intervalle divisée par 1’écart moyen
entre deux sommes successives. Cette propriété est manifestement fausse si X est & valeurs dans dZ
et { < d.
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