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PREMIERE PARTIE
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1/ (a) Pourtout x € R\Z, la suite ( +
X+n x-—n

. 2x . . . .
suite (——2 est de signe constant et est de plus le terme général d'une série de Riemann conver-
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gente (2 un facteur multiplicatif pres), la série de terme général ( ) est convergente,
X n=1

si bien que la série définissant g(x) est convergente.

(b) L'ensemble de définition de ces deux fonctions est bien symétrique par rapport a 0 puisque pour
tout x € R, si x n’est pas un entier, —x n'en est pas un non plus. Alors
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1
+_
X—n Xx+n

=—g(x).

g est donc bien impaire. f I'est clairement aussi puisque cos est paire et sin est impaire. Ainsi, D est
finalement impaire en tant que différence de deux fonctions qui le sont.

(c) SoitxeR\Z.
» Puisque cos((x + 1)) = cos(mx + 1) = — cos(rx), et sin(z(x + 1)) = sin(mx + x) = —sin(nx), f(x+
1) = f(x), et f est bien 1-périodique.
» Pour établir la 1— périodicité de la fonction g, revenons aux sommes partielles de la série de

).SoitNEN*.
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En faisant maintenant tendre N vers +oo, on obtient
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A nouveau, 'ensemble des fonctions 1-périodiques étant un sous-espace vectoriel de 'espace
des fonctions définies sur R\ Z, D est aussi 1-périodique.

(d) Du fait de la périodicité, il suffit ici de prouver la continuité de ces deux fonctions sur '’ensemble
10,1[, pour conclure a la continuité sur R\ Z. De plus, la structure d’espace vectoriel de 'ensemble
des fonctions continues sur |0, 1[ nous permet de nous contenter de prouver la continuité de f et de
g.

» Elle est évidente pour f car cos et sin sont continues sur ]0, [ et sin ne s’y annule pas.

1 1
+

» Montrons celle de g. Notons déja que pour tout entier n = 1, la fonction f;; : x —
x xX—n
est continue sur ]0, 1[. De plus, si on se donne un segment [a, b] inclus dans ]0, 1[, pour tout

(x,n) € [a, b] x N*, nous pouvons €écrire

1 1 2x 2x
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donc || fu||




Comme ————— ~ —;, et que cette suite est positive et le terme général d'une série de Rie-
n2 — b2 n—+oo p2

mann convergente, la série Z || fn ||
n>1

Z frn converge normalement sur tout segment inclus dans ]0,1[. Le théoréeme de continuité
n=1

colab) €St convergente, si bien que la série de fonctions

. , 1 .
sous le signe Z nous permet alors d’affirmer que x — g(x) — — est continue sur ]0, 1], et donc g
X
aussi.

2/ (a) Soit x € R\Z. Notons déja que ni x/2 ni (x + 1)/2 ne sont des entiers. Alors

f(f)+f(x+1) ~ cos(ng)sin(nx—“)+cos(nx7+1)sin(7t§)
2 2 sin (73)sin (JTXT“)
B sin (nx+ %) cosasinb +cosbsina = sin(a + b)
~ Tsin(n%)cos(n%) sin(a + 7/2) = cos
cos (7 x) . .
71— — =2f(x) car 2sinacos a = sin(2a).
sin (7 x)

. N1 1
(b) Soit x € R\Z. A nouveau, notons pour tout N =1, Sy(x) = Z r + . Alors,
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Cette somme est égale 2 Z (x+ n)_l, ou I est’ensemble des entiers [-2N, —1] U [2,2N + 1]]. Ainsi,
nel
2N (2 2 2 2
Sa (X)) + S (X)) = ( + )— + .
v (z)+ v (5) ,;1 x+n x-n) x+1 2N+1

En faisant tendre N vers +oo, nous obtenons ainsi

xy 2 x+1 2
8(5)‘; " g(T)‘m

(x)—l]—i+0
§ X +1

soit exactement I'égalité attendue.

3/ (a) » Effectuonsun développement limité de f au voisinage de 0. Il est notoire que tan est de classe
€* sur un voisinage de 0, qu’elle est impaire et vérifie de plus tan0 = 0,tan’(0) = 0. D’apres la
formule de Taylor-Young, tant=t+o0 (tz) quand ¢t — 0. Alors, quand x — 0,

T _l 1
nx+o0(x?) T xl+o0(x

fx)=

1 1
=—[1-0x)]=—+0(1).
X X

» Reprenons les arguments de la question 1d. Pour tout entier n = 1, la fonction f;, est continue

2
sur J =[-0,5,0,5] et pour tout x € J,|f(x)| < T 052 si bien que la série de fonctions Z fn
n=—u,

nz1
+00

converge normalement sur J. Ainsi sa somme x — Z [fn(x) est continue en 0. Comme elle est
n=1
+o0o

1
de plus nulle en 0, on en déduit que g(x) — — = Z fa(x) =0(1) quand x — 0
b

n=1
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Finalement, D(x) = f(x) — g(x) = ;+0(1) - ;+0(1)

=o(1) g 0, et D se prolonge bien en une
X—

fonction continue en 0.
Par périodicité de D, en posant D(n)=0 pour tout n € Z, on a

lim D(x) = hmD(n +€)) = hmD(e) = hm D(x) =0= D(0),

X—n

si bien que D est continue en tout point de Z. Comme elle est de plus continue sur R\Z, elle est bien
continue sur R.

(b) D est continue sur le segment [0, 1], donc elle y admet un maximum, ce qui était demandé.
Montrons I'égalité demandée par récurrence sur n € N, sachant que nous venons de faire I'initialisa-
tion.

_(a _

Supposons donc qu’il existe un entier n € N tel que D (2_") = M. 1l est clair que D vérifie la méme

équation fonctionnelle que celle vérifiée par f et g et qui apparait dans la question 2. En posant
a

xX= o nous obtenons I'égalité

n

D(zil)ﬂi(%):zb(%), soitD(%)_D(zfﬂ):D 2;?)_13(%).

~ . a . N N . TS TIIp!
Or comme D atteint en —— son maximum sur R d’apres I'hypothese de récurrence (par 1-périodicité

a nouveau), le premier terme de cette égalité est positif, et le second est négatif. Ils sont donc tous

lesdeuxnulseta1ns1D( 011) D(%):M.

4/ En faisant tendre n vers +oo dans I'égalité précédente, et en utilisant la continuité de D en 0, nous obte-
nons M = D(0) = 0. Mais comme M est le maximum de D, ceci signifie que pour tout x € R, D(x) < 0. Or
D étant impaire d’apres la question 1b, Dx)=-D(-x)=0 également, si bien que D est la fonction nulle.
On en déduit que pour tout x € R\ Z, f(x) = g(x), soit

+00 2

nxcotan(rx) = xf(x)=xgx)=1+ Z ( ) =1+2

_ 2_ 2
+n xX—-n 1 Xe—n

5/ (a) Soit x non nul dans | —2m,27[. Alors ¢t = x/2m € R\ Z, et d’apres la question 4,

too 42 (x)z +00 (L)Z
ntcotan(m‘)—lJrZZ o ——— soit = cotan( )—1+ZZ =1-2 an 5
-n 2 (— )" = n? n=11-(5)
1 +00 X 2k X +00 +00 X 2k
Pu Nzl <t == L (5] 3)=12X X (5]
uisque pour tout n € N¥, | 52| < 1—(%)2 k;) Py etdonczcotan 5 ; ; Py

x \2k
Puisque la famille ((—) ) est positive, le théoréme de Fubini discret permet de déduire
2nn) J(n,k)eN xN*

z b 2 1 ) ] z PN X X
de cette égalité d'une part qu’elle est sommable, d’autre part que sa somme est égale a 2 (— Ecotan (E) + 1),

ainsi que cette autre expression de sa somme :

x x L 100 +00 LZk— 3 oo iZk_ _+oo ((Zk) 2k
zcotan(z)—l 2];1,;1(27[;1) =1 ZkZ::lC(Zk)(zn) =1 ,;‘122k’1n2kx



6/

7/

(b)

>

(a)

(b)

(9]

Pour les mémes valeurs de x,

B2 e
elXx—1 2 2 let*-1 2 e*-1
_ ix eiX2 4 pmixl2 _ix 2cos(x/2)
T2 elx2_gixl2 T 2 2isin(x/2)

X X
= Eco‘[an (E) —1 d’apres les formules d’Euler,

Rk
= Y ———x** d’aprés5a.
= 22k-172k
z o (=Dklrek
Notonsgp:zeC—1-—+ Z Mz%. Nous venons de montrer que pour tout réel x €]0, 27|,

22k—1 2k

k=1 T

la série définissant /(i x) était convergente. Comme c’est une série entiere, son rayon de convergence
est par conséquent au moins égal a 27, si bien que h est définie sur le disque D ouvert de centre 0 et

de rayon 27.

La fonction H: z € D — (e° — 1)@(z) — z est alors aussi la somme d’une série entiére sur D, car z —
H(z) + z est le produit de deux sommes de séries entieres de rayon supérieur ou égal a 2.

Enfin, la question 5b prouve de plus que pour tout x € [0,27[, H(ix) = 0, égalité qui implique la nullité
de tous les coefficients de la série entiere définissant H, et donc la nullité de H sur D. En effet, dans

+00
le cas contraire, en notant H(z) = anz", il existerait p € N tel que ap#0etap=0,Ykel[0,p—1],

n=0
et alors
+00 a
H(ix)=ap(ix)P |1+ Y —x0)"?| ~ a,ix?,
a x—0*
n=p+1 “p

et H serait non nulle sur un voisinage de 0.

h de classe € sur | —2m,27[ en tant que somme d’une série entiere d’apres la question 6, et en-
dehors de cet intervalle en tant que rapport de deux fonctions €°° dont le dénominateur ne s’annule
hn

pas. Enfin, d’apres la formule de Taylor pour les séries entieres, on sait que ol est le coefficient
n)!

d’indice 2n de cette série entiere, pour tout n € N.

+00 bn +00 Z}’l +00 b}’l

D’apres la question 6, pour tout z€ D,z = (e°—1) ). —2z" =|)_ —|[ ) —2z"|. Puisque ces deux
n=0 n! n=1 n! n=0 n!

séries entiéres ont un rayon de convergence plus grand que 27, d’apres le théoréme sur les produits

+oo (n-1 b
k s s . L. BN -
( z"". Enfin, de I'unicité du développement en série entiére, on dé-

de Cauchy, z = —k
e Cauchy, 2= ) kgok!(n—k)!

n=1
duit que pour tout n € N*,

)3

n-l by _ 1 sin=1,
oo kln—k)!

0 sinon.

En posant n = 23 dans I'égalité précédente, on obtient

1 -1/2 b . 1
—+——+—=0, soit by = —.
3! 2 2 6
. « . ) 1 1
En faisant de méme avec n = 4 puis n = 6, on obtient by = ~30 et bg = ok
? t pad
On en déduit, toujours avec la question 7b, que {(2) = E'C 4) = %0 et{(6) = YT

4



DEUXIEME PARTIE

8/ (a) Une mesure sur I'espace probabilisable (E, 27(E)) est une fonction de Z#(E) dans [0, 1], donc une
fonction bornée de &?(E) dans R.

(b) C’estdu cours: la norme infinie sur I'espace des fonctions bornées d’'un ensemble X dans R est une
norme.

9/ C’est classique : toute suite de fonctions convergeant uniformément sur I'’ensemble &?(E) converge sim-
plement sur & (E) vers sa limite uniforme. Or pour tout x € E, {x} € & (E).

10/ (a) Soit € > 0. D’apres le théoreme de la limite monotone probabiliste, p({xl,...,xp}) W(E) =1,

p—+oo
donc il existe p € N tel que p({x,..., xp}) = 1 —€. Posons F, = {x1,...,xp}.

D’apres 'hypothese (1), pour tout k € [[1, p]], il existe Ny € N tel que

€
pour tout entier n = Nk, |/Jn (xx) — ;J(xk)| < ;

11 suffit de poser N, = mkax Ny pour obtenir que pour tout entier n = N,
1<ksp

> ) —p| < ) %=€.

xeF, xeF,

(b) En notant F€ le complémentaire de F,

|un(A) = pA)| = |ua(ANE) = w(ANFe) + (AN FO) — p(AN FY)|

|n(ANFe) = wWANF)| + pn(ANFY) + p(AN FY) par inégalité triangulaire,

N

N

|n (AN Fo) = pANER) | + pn (FS) + p(FY) par croissance des mesures,

ce qui constitue la premiére inégalité demandée. Majorons chacun de ces trois termes.

» Le premier terme se majore ainsi :

< Y |p—p] < Y [ua(0) - p)| <e.

xeANF; xeF,

lun(ANE) —pAnF)| =] Y (un(x) - px)
xeAnF,

» Le troisieme ainsi: pu(FY) =1— u(F) <e.

» Enfin, le deuxiéme :

pn(ES) 1—pn(Fe) = [1— p(Fe) | + p(Fe) — pn(Fe) = [(ED) | + p(Fe) — pin (Fe)

N

[E)] + |pFe) —pun(F) | <e+| Y (1a(x) — p(x)

xeF,

N

e+ Y (@) —p)| <2e.

x€eF,

Leur somme est donc bien majorée par 4e.

(c) On montré le sens direct dans la question 9. Dans la question 10, nous avons montré que pour tout
e >0, il existait N, € N tel que pour tout A € Z(E) et tout entier n = N, |1, (A) — u(A)| < 4e, soit que
pour tout € > 0,, il existait N, € N tel que pour tout tout entier n > N, 1 ||, — pf| < 4e. C'est bien la
définition de la convergence de la suite () 2eN VErs p pour la norme ||



11/

12/

Non, cette suite ne converge pas. En effet, dans le cas contraire, il existerait une mesure u telle que pour
tout n € N¥,
O ({xn})

:u(xn)

k—+o00

Ceci impliquerait la nullité de u(x,) pour tout n € N* puisque la suite (§({x,}))>; stationne a 0. Donc
+00

U(E) = Z (x,) serait nul, ce qui est impossible.
n=1
(a) Construisons cette suite par récurrence sur k.
» Lasuite (i (x1)),,, estavaleurs dansle compact [0,1]. D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass,

il existe ¢, :N* — N” strictement croissante telle que (g, (n) (x1)) =1 Converge.

» Supposons qu'il existe k = 1 tel que pour tout entier i € [[1, k]], la suite (N<plo<pzo--~o<pk(n) (xi))n21
converge. La suite (L, op,o--opp (n) (Xk+1)) 21 €tantavaleurs dansle compact [0, 1], toujours d’apres
le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe ¢, : N* — N* strictement croissante telle que
(Hgropz0--0propis(m (Xk+1)) 5 CONVerge.

De plus, pour tout i € [[1, k], 1a suite (i, opyo--opropiss (m) (X7))
suite extraite de la suite convergente (g, op,o--op; (n) (Xi))

,1>] converge également en tant que

n=1-

On a bien prouvé que pour tout entier i € [1, k+1]], la suite (ﬂ(p1°<pz°~~°(pk°<pk+1(n) (x,-)) converge.

n=1
(b) Soit k = i. Notons pour y voir plus clair (a;(n)),-; la suite (leowzo--~o<p,~(n) (x,-))nzl. Notons que cette
suite est convergente d’apres la question précédente. Notons i (x;) sa limite. Alors

(Hgr0ps0-0pim (X)) 5 = (@i (@) 1) OUQ =Pis10@iiz0 0.

¢, en tant que composée d’extractrices, est également une extractrice, si bien que la suite (Lg, og,o0--opy (n) (Xi)) sl
est une suite extraite de la suite convergente (a;(n)),>1. Nous savons alors que

Heprops0--0p (m) (Xi) Moo (Xi).

n—-+oo

(c) » SoitkeN*.Comme k < ¢, (k) et qu'une composée d’extractrices -donc de fonctions croissantes-
est croissante,

k) =@ro@z0---0@r(k) S@ro@ao--0@i[@r (k)] = @ro@ao---0ropi (k).
Enfin, la fonction ¢ o @y 0--- 0@ o 4 étant strictement croissante,
Y(k) <@ro@ro---opropi(k+1)=y(k+1),

i.e ¥ est strictement croissante.
» Soit i € N* et € > 0. Par définition de klim K, opso-op; (k) (Xi) = Hoo(X;), il existe un entier N tel
—+00

que pour tout entier k = N, |p¢10(p20...0¢i(k) (x;) — poo(x,-)| < e. Soit alors k = max{N, i + 1}. Puisque
Qiy10Pis2 0+ 0P} est une extractrice, k:=@;y10@ii20---o@r(k) = k= N, et donc

|y (i (X0) — Moo (X)) | = ),u(ploq,zo...o(pi(,;) (x;) — ,Uoo(xi)’ <e

Ceci prouve bien que la suite (F‘W(k) (x,-)) converge vers oo (X;).

k=1
(d) En tant que limite d’'une suite positive, p(x;) est positif. De plus, pour tout N € N* et tout n €
N N
N*, Z Un(xi) < up(E) = 1. En passant a la limite sur n, on obtient Z Hoo(x;) < 1. Ainsi, la série de
i=1 i=1

terme général positif (,uoo(x,-))l.21 a une suite de sommes partielles bornées par 1. Ceci implique sa
convergence et le fait que sa somme est majorée par 1.



o0

(e) Puisque F; est une partie finie de E, oo (F) = nliIP Un(Fe), etdonc peo (Fe) = 1—€. Ainsi, Z Hoo(Xi) =
oo i=1

Z Uoo(X) = 1 —€ pour tout € > 0. En faisant tendre € vers 0" et en tenant compte de la question 12d,

xeF,
o0

on obtient Z Hoo(x;) = 1. Avec le fait que oo (x;) = 0 pour tout i € N, on a toutes les propriétés qui
i=1
garantissent que fi, appartient a . (E).

Comme fey (k) (x;) P Uoo(x;) pour tout i € N* d’apres la question 12c, la question 10c nous ga-
—+00
rantit que la suite (Hw(k)) k>1 CONVErge Vers [l dans (< (E),R).

Or, ¥ est une extractrice (toujours d’apres la question 12c), donc i, est une valeur d’adhérence de
la suite ()., dans B(Z(E),R).

TROISIEME PARTIE

13/ C’est du cours.
14/ » Onsait que ux(A) = E(1xea). Ainsi, d’apres la linéarité de 'espérance et I'inégalité triangulaire,

|x(A) — py (A)| = |E(1xea) — E(Lyea)| = |E (1xea — Lyea)| < Ellxea — lyeal.

» Soitw € Q.
e Si X(w) # Y(w), 1x2y(w) =1 est supérieur ou égal a |1xca(w) — lyea(w)| puisque cette derniere
quantité appartient a [0, 1] en tant que distance entre deux réels appartenant a [0, 1].
e Si X(w) =Y(w), 1 x2y (@) =0 et |1xea (W) — 1yea(w)| est aussi nul (car X (w) € A si et seulement si
Y (w) € A).
On a donc démontré que 1x.y = |1xea — lyeal. Par croisasnce de I'espérance, on obtient donc
P(X#Y)=E(1xzy) = E(llxea — lyeal) = |ux(A) — py (A)],
et ce pour toute A € Z(E). En prenant la borne supérieure de ces inégalités sur toutes les valeurs de
A, on obtient bien ||,uX - Uy || <PX#Y).
15/ (a) La seule justification a donner est I'existence du maximum. Or on se trouve dans le cas ou il existe
un entier 1y € N tel que X, (w) # X(w), si bien que {n € N| X, (w) # X(w)} est une partie non vide de

N. De plus, 'hypothsee sur la suite de variables aléatoires implique que cet ensemble est majoré, et
toute partie majorée non vide de N admet un maximum.

(b) Si X,(w) # X(w), par définition de L, L(w) = n, donc {X, # X} c {L = n} et on conclut grace a la
croissance de la probabilité P.

(c) Les questions 14 et 15b nous permettent d’écrire que pour tout n € N, || Ux, — U X|| <P(L=n), etil
suffit de prouver que nlil}_l P(L = n) = 0. Or, la suite d'événements ({L = n}) N est décroissante si
—+00

bien que d’aprés le théoreme de limite monotone probabiliste,

P(L>n) —— P(ﬂ(L; n))=P(¢):O,

neN
car L étant a valeurs dans N, elle ne prend aucune valeur supérieure a tous les entiers naturels.
16/ » SoityeN*,etkeN* = malx{ p; divise y} I'indice du plus grand nombre premier qui divise y. Alors,
]j=
puisque v, (y) = 0 pour tout i € [k + 1, +oo[[, on a pour tout 7 = k, ¥, (y) = ¥ (y).

» En fixant maintenant w € Q et en posant y = X(w), on voit donc que la suite (1// n(X (w))) >l stationne
et converge vers X (w). D’apres le résultat de la question 15c, on obtient alors que nlirP || px, — 1x || =
—+00

0 oll X, = w0 X. La question 10c permet alors de conclure que

pour tout x € N*, P(X, =x) P(X = x).

n—-+oo



QUATRIEME PARTIE

17/

» Pourn=1,u

(a) Procédons par double inclusion. Pour cela notons

n+1
A=|JN*rp;etB=

n
N rppa \UN*rppaipi].
i=1 i

i=1

n
UN"rp;
i=1

U

n
> Soit x € A. S'il appartienta | N*rp;, il appartient évidemment a B. Sinon, il est divisible par

i=1
I Pn+1 sans I'étre par aucun des rp,,+1 p; pour i € [[1, n]] (sans quoi il serait divisible par un r p;).
Donc x appartient aussi a B dans ce cas.

> Ce sens est trivial.

(b) Montrons donc par récurrence sur n € N* le prédicat

n
N*r\|UN*rp;
i=1

n
N*r\|UN*rp;
i=1

P(n):|VreN*, m

|

n
N*r\UN*rp;| = (N*r\N*2r) = p; (N*r) — 1 (N*2r) car N*2r < N*r. Mais

i=1

n
N*r\|JN*rp;
i=1

notre hypothése sur y; et u, donne alors = p2 (N*r) — p2 (N*2r), quantité

n
N*r\[JN*rp;
i=1

dont on montre avec les mémes arguments qu’elle est égale a uy

n
N*r\[JN*rp;
i=1

n
N*r\[JN*rp;
i=1

Soit n € N*. Supposons que . Commencons par noter

:‘uz

que les deux événements

n n
U N*rp,-) et (N*rpn+1 \U N*rpn+1p,-) sont disjoints. En effet, si
i=1 i=1

un entier est divisible par un rp; pour 1 < i < n et qu’il est divisible par rp,1, alors du fait du
lemme de Gauss et de I'égalité p; A p,=1 = 1, il est divisible par r p,,+1 p;. Cette remarque justifie

la deuxieme égalité :

n+1 [ n n
m [N r\UNrpi| = wm|[UNrp;i|u N*ran\UN*ranpi) par 17a,
i<l i i=1
n n
= m|UNrpi|+m N rpaa \UN rpaapi
i=1 i=1
n n
= m|UNrpi|+m (N rpaa) —m | UN rppapi],
i=1 i=1

n
car | JN*rpp+1pi ©N*rpps1. On montre évidemment de méme que
i=1

n+l
N*r\ |JUN"rp;
i=1

Lo = Lo + 1 (N1 pps1) =

n
UN*rp;
i=1

n
UN*rpn+1pi)
i=1

et on conclut sans difficulté avec ’hypothese de récurrence.



(©

18/ Raisonnons par 'absurde en supposant que la suite (ux,)

n
N*r\[JN*rp;
i=1

Soit r € N*. Puisque la suite d’événements est décroissante, d’apres le théoreme

n=1
de la limite monotone,

n
N*r\[JN*rp;
i=1

n
N*r\[JN*rp;
i=1

N

neN*

H1

___,Hl

]=ﬂ1(r)-

n
La derniere égalité provient du fait que sixe ()| [N*r\ | JN*rp;
neN* i=1
Mais comme x n’appartient a aucun N*rp; pour i € N*, k n’est divisible par aucun nombre premier.
Or, seul k = 1 vérifie cette propriété.

, il existe k € N* tel que x = kr.

En faisant le méme sort a o, on obtient u; (r) = p(r) pour tout r € N*, soit y; = po.
ne tend pas vers uy dans Z(Z2(N*),R).

n=1

Alors,

| 2

19/ >

20/ (a)

(b)

il existe un réel € > 0 et une extractrice ¢ tels que | px,,,, — px|| = € pour tout n € N*. Nous noterons
Yy := Xyp(n)- Evidemment, la suite (/Jyn)n>1 est tendue et pour tout r € N*,P(r | Yp,) P(r | X).
= n—

D’apres la question 12e, il existe une extractrice 1 et une mesure [, telles que || [Jyw(n) Hoo H —
n—+oo

0. En particulier, par définition de cette norme, pour tout r € N*, uy,,, (N*7) ——— floo (N*r).
—+00
HYw(n) (N* r) = P(Yw(n) € I’N*) =P (r | Yv/(n)) n—+oo

Des deux précédents items, on déduit que pour tout r € N*, ux (N*r) = o (N* r), ce qui conduit a
I'égalité des deux mesures px et L, d’apres la question 17.

P(r | X) = pux(N*r).

Ainsi, nous avons a la fois |uy,,, — x| = € pour tout n € N* et || uy,,, — px||

0, c’est-a-dire
n—+oo
notre absurdité.
e els . . i) 1 * ln/r] . . P N
Par définition de la loi uniforme, P(r | X,,’) = —Card{rN N1, n]]} = ——, qui est bien inférieur a
n n
n~! car pour tout réel x, [x] < x.

puisque r divise Z$ si et seulement si r divise tous les X,(f),

S ; J ; ln/r]|® _
() — @) = @) [y s
P(rlZn)—P(Dl(ran))—i:HlP(ran)— =
+oo +oo 1
Pkl Z2)=YPZ=ik)=Y —— =k~
(k12) izzi( ik) i;{mi%s

Puisque nous venons de montrer que la suite (Z,(f))n;l vérifiait pour tout r € N*, K5 (rN™) "
n n—+oo

ws(rN™), il suffit d’apres la question 18 de prouver que la suite (,u Zm) . est tendue.
nJnz

+00
Pour cela fixons € > 0 et N € N* tel que Z — S €. 81 Z, est supérieur ou égal a N, il existe un entier
r

r=N
+00
r:N
+00 1

< ZHP(rlX“)) ) —<e

r=Ni= r=NT

r = N qui divise tous les X,(,i), donc

ﬂ r X))

P(Z,=2N) < P(U
=1

r=N

s .
Nl X},”)D

i=1

l’avant-derniere inégalité provenant de la question 19. Ainsi, en posant F, = [[1, N — 1]], on a bien
P(Z € F) = 1-e pour tout n e N*.



21/ Pj(s)estégala P(Z,(f) =1). Comme (,uzm) . tend vers ug d’apres la question 20b, d’apres la question 9,
n Jnz
P, (s)

— K s(1) qui est bien égal a {(s)~! d’apres la question 20a. Finalement, d’apreés la question 7c,
—+00

. 6 . 90 . 945
lim P,(2)=— =0,607, im P,(4)=— =0,924, lim P,(6) = — =0,983.
n—+oo T n—+oo b4 n—+oo T

FIN
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