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Proposition de corrigé.
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1 Préliminaires

1. n = 3. La matrice R, ,(#) est une matrice de rotation. Si on note (e, ez, e3) la base
canonique de R? euclidien, la rotation étudié est d’axe la droite dirigée par e; avec
i€{1,2,3} et i # p, i # q. La rotation est d’angle 6, axe étant orienté par e, A €.

2. Notons C1, ..., Cy, les vecteurs colonnes de R, 4(6).

Le coefficient général de '(R, 4(0)) Ry 4(0) est le produit scalaire (C;, C;) = *C;Cj. (
On utilise ici le produit scalaire canonique de M,, ;(R)). En notant (Ey, ..., E,) la
base canonique on a :

o Sit#peti#q, Ci=FE;.

o Cp =cosOE, +sin0F,.

o Cy = —sinfE, + cos0E,.
D’ou les différents cas pour les produits scalaires deux a deux :

o 1,7 tous deux distincts de p, q; (C;, Cj) = (E;, Ej) = 5f

o LFEDp, i Fq;

(C;,Cq) = (B4, —sinbE, + cos E,) = —sin§(E;, E,) 4+ cos §(E;, Eq) =0

o j#p,j# q meéme calcul (C;,Cp) = 0.

o (Cp,Cp) = (cosh)? + (sinh)? = 1

o (Cy,Cy) = (—sinh)? + (cos0)? =1
Les vecteurs colonnes sont deux & deux orthogonaux et de norme 1. La matrice
étudiée est orthogonale.
Le calcul direct du produit nous donne rapidement '(R,, 4(0)) Ry 4(0) = I,.

3. S€8S,et Re O, "(*RSR) = 'R'S*('R) = 'RSR. Cette matrice est symétrique.
Comme R est orthogonale 'R = R~! et les deux matrices S et ‘RSR sont donc
semblables.

4. Ae M,, UV € O,.
|[UAV||? = Tr({({UAV)UAV) = Tr(*VIAIUUAV) = Tr('VIAAV) car 'U = UL
Comme de plus, pour tout couple de matrices (M, P), Tr(MP) =Tr(PM) on a :
|[UAV||? = Tr(tAAVIV) = Tr(tAA) = ||A]|? car 'V = VL.

Finalement |[UAV|| = ||4]|.

5. a<b<c<daveca+d=>b+c.

Donnons 'expression de la fonction f := 2 — |z —a| — |x — b] — |x — | + |z — d|
suivant les intervallles de définition.



oSiz<a, fx)y=—24+a—(—z+b)—(—z+c¢c)—x+d=a—-b—c+d=0

oSia<z<b flx)y=r—a—(—x+b)—(—x+c)—2r+d=2x—a—b—c+d.
f est croissante sur cet intervalle.

oSia<z<b flr)=x—a—(—x+b)—(—x+c¢c)—zx+d=2x—a—b—c+d.
f est croissante sur cet intervalle.

oSib<z<g¢ fr)=z—a—(r—b)—(—x+c¢)—x+d=—a+b—c+d.
f est constante sur cet intervalle.

oSic<z<d fla)=2—a—(x—b)—(r—¢c)—x+d=—-2x—a+b+c+d.
f est décroissante sur cet intervalle.

oSid<uz, fx)=r—a—(x—b)—(r—c)+r—d=—-a+b+c—d=0.
f est constante sur cet intervalle.

D’apreés le tableau de variations, Vo € R, f(z) > 0.

2 Conjugaison par une matrice de rotation

On se donne une matrice € S,,, un angle 6 € ]7” %[ et des entiers 1 < p < ¢ < n tels
que spq # 0. On deéfinit S ="'R,, ,()SR,4(0) et on note s, ses coefficients.

6. Soit f endomorphisme de R™ de matrice S dans la base canonique de R”, base notée
B. = (e1,...,en). Soit B/ = (&1, ...,&,) la base de R™ telle que la matrice de passage de
la base canonique a cette base soit R, 4(#). Comme R est orthogonale, cette nouvelle
base est une base orthonormale de R™ muni de sa structure euclidienne canonique.
S’ est la matrice de f dans B’. Par définition :

n

\V/j S {1, ...7n},f(ej) = Zsijei et Vi, Sij = <f(6j),€i>

=1

car la base B, est orthonormale. De méme :
Vi€ {L..,n}, f(e)) sta et sty = (f(g5), &)

Par construction , pour ¢ # p et i # ¢, &; = e; donc s, = (f(ei),&i) = (f(es), €i) = Sii-
On obtient donc :
n n
Tr(s') = Z SiitSpptSag = Z Siitspp+8gq = Tr(S)+8pp+50g—5mw—54q
i=1,i#p,i#q i=1,i#p,i#q

Comme S et S’ sont semblables Tr(S) = Tr(S’), on a : sflp + qu Sqp + Spq-

7. Etudions les différents cas.
o i g {p,q}etjé{pa}. si;=1(f(ei),g5) = (f(ei)sej) = sij.

o i€ {p,q}; s;p = s;n = (f(&:),ep) = (f(ei), cosOep, + sin fey)
i =cosO(f(e;),ep) +sinb(f(e;), eq) = cos s, + sinOs;q.

€
sqz—<f( i),€q) = (f(ei), —sinbey, + cos bey)

ip
o i &{p.q}; siy =
sy, = —sin0(f(e;), ep) + cosO(f(ei), eq) = —sin sy, + cos Osiy.

\)



Sém = (f(ep),ep) = (cosOf (ep) +sinbf(ey),cos bey + sinbegy).
Spp = cos? 0s,p + 2 cos 0 sin 05,y + sin® Os,

De méme sfzq = sin? Ospp — 2 cos 0 sin Ospg + cos? Osq.

s;q = S/qp = (cosOf(ep) +sinbf(eq), —sinbe, + cosbey).

Spg = — cos O sin Osy, + (COS2 6 — sin? 9) Spg + cos 0sin 0sqq

8. PourHE]_7r 7r[,cosc9750.

(a)

202
En divisant par cos?# on obtient :

Spy = 0 & —tanfsy, + (1- tan? 0)) spq + tanfsgq = 0

En notant ¢ = tan 6 et comme s,; # 0 on a :

S — S
Spy =0t 442 1=0
Spq

2
Spp — S
Le discriminant de I’équation précédentes est <M> +4 > 0. On a deux
Pq

racines distinctes g, t; de produit égal a -1.

On ne peut donc avoir a la fois |to| > 1 et |t1] > 1. Si tg = 1 (resp. t1 = 1) alors

t1 = —1 (resp. top = —1). D’autre part si |tg| < 1 alors [¢t;| > 1.

On a toujours une solution to €] — 1,1] et une autre t; ¢| — 1,1]. Comme
T

vl

tot1 = —1 = tanfp tan 0. tan by = —

to = tanfy, on a donc 6y € }—

anbe tan (6 + 7/2) = tan(6y — 7/2)
Sitg >0, 60, :90—77'/2 sinon 6 :00+7T/2.
D’aprés les calculs faits précedemment :

/ 2 : in2
Spp — Spp = (€08~ Og — 1)spp + 2 cos O sin O spg + sin® pseg.

) 1 t
Spp — Spp = 1_1—|—t2 (Spp—sqq)+21+t25pq
1 (1—1t2) 2t t2(1+1?)
/ o _ _
Spp — Spp — <1_1—|—t2) ; 5pq+1+t25pq— 1+ %) Spg = tSpq
De méme sy, — 8¢ = —(Spp — Spp) = —t5pg-

S =D+ E, D diagonale et F & diagonale nulle. Idem S’ = D' + E'.
B2 = > (siy)?

1<i, j<n, i#j

I|E'|)? = > spt2 Y ()2 D () H2(s),)?

1<i,j<n, i#j 1<i<n,ig{p.q} 1<i<n,ig{p.q}
i¢{p,q}, Jé{p.qa}

Mais, pour ¢ £ p, i # q :

(sip)% + (55,)? = (cos® 0 + sin® 0)s7, + (cos® 0 + sin® 0)s7, = s7, + 52,

Enfin (s;,q)2 = 0 par choix de t. On retrouve donc tous les termes de E sauf s,.
1|2 = ||B|J? — 2s2,.



(e) D’apres la question 4., [|S’|| = [|S]|- On a facilement

n
ID'IP = (s5)* = S|P = [|E'|[* = (S| — || EII” + 2554 = |DI|? + 255,
i=1

9. Les coefficients de S’ s’expriment en fonction de ceux de S et de cos 6y et sin 6y avec
0o = arctan(tp). Idem si on choisit 6;.

10. On suppose dans cette question que s, est le coefficient de plus grande valeur absolue
de E.
(a) Par choix de s,q, pour tout couple i,j avec i # j, |s;;|> = s2; < sgq.

tj
—2||E|
|E|]? = Z sfj < (n?®— n)siq et —2312)(1 < S
1<i,j<n,i] (n* —n)

2-n-2

n2 —n

2 n
17 = 11— 26 < 1817 (1- 2 ) < 0

Pourn>2onan?—n—-2>0etn?—n—-—2<n?2—ndou
n2—n-—2

IE'|| < pl|E]| avec p = 5

< 1.

ne—mn

(b) On choisit la racine .

||D' — D||* = (Spp — Spp)? + (Spq — Sq0)° = 275%32(1. (question 8.c)

Comme |to| < 1, [|D' = D|* < 257, < ||E|]> = > s;.
in0t]

Par suite ||D" — D|| < ||E||.

11. En reprenant les expressions trouvées en 7. et en notant tanfy =t on a :

/ I (in2 2 ; 2 102
Sgq — Spp = (sin” 0y — cos® ) spp — 4 cos by sin O spy + (cos® Bp — sin® ) s¢q.

2 4

Sag — Spp = €087 (00) (7 = 1)spp — dtspg + (1 = t*)s4q) = 1742 (590 — Spp) — 1157 5pa
_ _2 4t

f]q - séip + Sqq — Spp = 14.7152(3(](1 - Spp) T 1442 Spq

Comme 0 n’est pas racine de (1), ¢ #0 :

/ / __2spq Sqq—Sppy 2 28pq 2 1 _ 2\ _ —28pq
Saq — Spp T Saq — Spp = ( t 2t> (t°=1=-2t°) = —=

S

t(1+t2) Spq T t(1+t2)

(qu - Sé;p)Q — (8qq — Spp)2 = (qu - 5;);; + Sqq — Spp)(sgq - S;ap — Sqq + Spp)-
/

_ _ / : .
Comme de plus sy, — spp = tSpg = Sgqg — Sqq ON Obtient :

—2s
(S:Jq - S;)p)Z - (Sqq - Spp)2 = ¢ - (_QtSPQ) = 4312;q > 0

|321q - Szlvp| > [Sqq — Sppl-

2
—Sq _ 1-1 ot o

s
PP e /
12. (a) On a . i op — Spp = 10 = Spg = Sqq — Sgq-

2 Ly / / A
Comme 1 —t5 > 0, les quantités spp — Sy, Sgq — Sqq €t Sqq — Spp sont de méme
signe, celui de —20spq.



(b) Supposons par exemple ce signe positif. On a alors :
spgsppgsqqgsgq
On peut appliquer le résultat de la question 5. et, si 1 <7 <mn:

|8ii — S;q| + [sii — S;)q‘ — |5 — spp| — |55 — 5¢¢| = 0.

Méme étude dans le deuxiéme cas.

13. .
R="|sjj—sul et Z 535 = st

1,j=1 i,j=1
Sii#p,q s,; = si. Par suite :

n n n n
- = Z i — S;p‘ - Z |Sii — Spp| + Z |5t — Sin’ - Z |8ii — Sqql
=1 i=1 i=1 i=1
- R= Z |8u - ‘SZZ Spp| + |S;z - S;q| - |Sii - SQQD

D’aprés la question precedente tous ces termes sont positifs et on minore en ne
conservant que les termes ol ¢ = p ou q. On obtient :

R —R>A+4 Bavec A=B=s,, 5;p| |Sag — Sppl + |54 = Sqql — 1540 — 54ql-
A= |S:]q - S;,Dp’ - ‘Sqq - Spp| Mais Sqq Spp (S;q - SQQ) + (Sqq - Spp) + (Spp - Sgop)'
D’aprés la question 12.a ces trois réels sont de méme signe et donc :

Z]q - 8pp| = |$:1q - Squ| + |5qq - SPP| + ‘Spp - S;)p‘

|s
A= |$:1q — Sqql + Spp — Sgp’
On a donc bien :

n
R — R > 2 (|8}, — 5qql + |8, — sppl) = 22 |t — sii).
i=1

3 Algorithme de Jacobi incomplet

14. Soit m fixé. En appliquant le résultat de la question 13. & S = £(™) ¢t §/ = n(m+1)
on a directement :

R —R= Ry — R >22|(’"+1 o™ =2,
=1

La série Z(Rm—l—l — R,,) est une série télescopique de somme partielle
P
Sy = Z(RHI — Ry) = Rp41 — Ro. La suite (R,,) est croissante. Il reste & montrer

k=0
qu'elle est majorée. Notons ||Z(™)]|o = max; |ai(;n)|.

0< R <Z<\aﬂ \+\a \)<2n2\|2 Moo
i,j=1



15.

Comme toutes les normes sont équivalentes dans M, , il existe un réel K > 0 tel que
VM € My, [[M|leo < KI[M]|

Par suite, Vm € N, 0 < R,,, < 2n°K|[|2(™)]|.
Or on a vu dans la construction de S’ a partir de S que ||S|| = [|5’|]. Donc pour tout
m, IS = (2] = ... = ]SO = |[Z]]. On a done -

vm €N, 0 < R, < 20°K]||%||

La suite (R,) est croissante et majorée. Elle converge. La série Z(Rm+1 — Ry,) est

convergente. Par majoration la série E 2e, est convergente.

m m m+1 m
Rm:Z‘UJ(‘j)_Uz‘(i)|7 5m22|07§i+)_‘7§i)’
7,7=1 i=1

»(m) = ptm) 4 B0 Soit k un entier fixé de {1,...,n}. On a :

(m+1) _ _(m)
0<|oge ~ —ou | < 2em.
La série Z ]a,(gzlﬂ)—algf)\ est convergente par majoration. La série Z <a,(;,?+1) - a,(gzb)

est une série de réls absolument convergente, donc convergente. Comme c’est une sé-

rie télescopique, la suite (0127;)),”61\1 est convergente. Ceci est vrai pour chaque k. La
suite (D(m))me ~ @ donc une limite qui est une matrice diagonale.

4 Convergence et polynéme caractéristique

16.

17.

18.

La relation de similitude de matrice est transitive. C’est-a -dire, si A et B sont
semblables, B et C' semblables, alors A et C sont semblables. En effet on peut alors
écrire avec des matrices inversibles :

B=P'AP, C=Q'BQ = C=Q 'P'APQ = (PQ) 'A(PQ)

m)

Par hypotheése les matrices A™ sont donc toutes semblables entre elles et donc

semblables 3 A,

Les coefficients de Py, sont obtenus comme somme et produit des coefficients de A(™)
par lintermédiaire d’une fonction continue. Par passage a la limite, on obtient les
coefficients du polynome caractéristique de la limite.

Comme toutes la matrices sont semblables, elles ont toutes le méme polynéme ca-
ractéristique. Le polyndme caractéristique de D est égal & celui de A0

Notons ay, ..., a, les éléments diagonaux de D. Le polyndéme caractéristique de D
est xp(A) = [ (a; — A). Clest celui de A©). Les éléments diagonaux de D sont
donc les valeurs propres de A(®, 1a multiplicité correspond au nombre de fois ou 1’on
rencontre le méme élément diagonal.

)



5 Algorithme de Jacobi : version optimale

19. On peut appliquer a chaque étape les résultats de la question 10. Pour tout entier
m, ||EC Y| < pl|EM™)]||. On a par récurrence immédiate

vm e N, [|[EM|| < p™||[ED] avec 0<p<1

On obtient lim ||[E"™)]|| = 0. La suite (E(™)),,cn converge donc vers la matrice
m—r—400

nulle.

Comme, pour tout m, (™ = D™ 4 (M) et compte-tenu du résultat de la question
15., la suite (X(™),,en converge vers D.

20. D’aprés la question 17., les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de
¥ =x0,

21. Soit m € N et M > m, M entier. En appliquant I'inégalité de la question 10.b :
Vk € N, [[DWHD — DB < || EW|| < p*|[EV)]

En sommant les inégalités on a :

M M M
HD(M—H) _D(m)H _ (D(k—H) _ D(k)) < Z HD(k—i—l) _D(k)H < Z p’“HE(O)H
k=m k=m k=m
M—m+1
|Dr) - pe ) < g L2 gy
< 1=,

En faisant tendre M vers +o0, comme 0 < p < 1:
P 0
|D - D™ < fHE( |l
p
22. La convergence des dgln ) vers les valeurs propres de X est rapide en premiére ana-
lyse car I'écart est dominé par p"". Cependant dés que n est assez grand, p est trés
proche de 1. De plus cette méthode nécessite le choix optimal du coefficient d’indices

(Pm; @m)- Cela implique une recherche de maximum dans un tableau qui est a prendre
en compte dans la vitesse d’exécution de I’algorithme.
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