UN CORRIGE du SUJET X-ENS, MATH PC

Premieére Partie. Points fixes

1. L’application ¢ : [a,b] — IR, telle que ¢ (x) = p(x) — x, est continue avec ¥ (a) = p(a)—a >0
et ¥(b) = ¢(b) —b < 0. D’apres le théoreéme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, ] tel
que ¥(c) = 0, alors ¢ est un point fixe de .

2. Posons f(z) =z — ¢(x) pour z réel.

e On va montrer que, pour |z| assez grand, f(x) est du signe de |x|. Comme ¢ est de classe C*,
x

, alors k € [0,1].

ona ¢(x) = ¢(0) +/ ¢'(t) dt pour tout x réel. Notons k = sup |¢'(z)
0 zeR

- pour & > 0, on a p(z) < ¢(0) +/ kdt = ¢(0) + kx, donc f(x) > (1 — k)xz — ¢(0) d’ou
0
Pon déduit par minoration que Er_{} f(z) = +00. Donc f(x) > 0 pour z assez grand.
0
-pour £ <0, 0on a ¢(z)=¢(0)— / ' (t) dt > ¢(0) — (—=kz) = p(0) + kx, d’ou cette fois
f(z) < (1 —=k)x—¢(0) et, par majoglﬁation7 on déduit Em f(z) = —o0, et f(x) < 0 pour
T — 0o
x inférieur a une certaine valeur négative.

e Par le théoreme des valeurs intermédiaires, comme f est continue et prend des valeurs
négatives et des valeurs positives, elle s’annule au moins une fois sur IR, donc ¢ admet au
moins un point fixe.

e Si ¢ admettait deux points fixes c et d avec ¢ < d, alors

d d
d—c=(d) — ¢(c) :/ @’(t)dtg/ kdt=k(d—c)<d—c,
ce qui est absurde. Le point fixe de ¢ est donc unique.

Remarque. Dans toute cette question, on peut remplacer 'hypothése de ’énoncé par celle,

plus faible: sup ¢'(x) < 1.
zcR

x
3. La fonction v est de classe C sur IR avec ¢/(r) = ————. De 2® < 1 + 22, on déduit que

V1422

”(/J/(.T)’ < 1 pour tout z réel. Mais, comme z? # 1 + 22, il est clair que ) n’admet pas
de point fixe. L’hypothese Vz € IR ’go’(m)‘ < 1 n’est donc pas suffisante pour garantir
Iexistence d’un point fixe de ¢ dans la question 2.

Ici, comme lim 4(z) =1, on a sup |[¢/(z)| = sup ¢'(z) = 1.
zeR zeR

r—+00
4.a. Le symbole || - || représentant dans cette question la norme euclidienne canonique sur IRl, si
on note v,(LI), e ’U7(ll) les coordonnées du vecteur v, on a

l
Vel (ol —vd)’ <3 ok = o) = llonss —vall?,
=1

donc pour tout j, |v7(,ﬂ)rl —ol )| < ||vn41—vn|| et, par comparaison de séries a termes positifs,

la série numérique Z (vfﬁrl —v{)) est donc absolument convergente. Cette série est donc
n>0

convergente et, comme c’est la série télescopique associée a la suite (vr(f ))nzo, on en déduit

la convergence de cette suite pour tout j. Enfin, la convergence d’une suite de vecteurs

de R! ’étudiant coordonnée par coordonnée, on a bien montré la convergence de la suite

vectorielle (vy,).



b. Fixons n € IN. Pour p > n, on a
p—1

> (v = vrg1)

k=n

p—1
o — vl = < 2 loes — vl
k=n

En faisant tendre p vers 400 (la norme étant continue car elle est 1-lipschitzienne), on
obtient

+oo
[on = v <D llorsr — il -
k=n

5.a. Comme ¢ va de F dans F, x,, est bien défini pour tout n entier naturel et x,, € F.

Pour tout n € IN*, on a

|Tnt1 — znll = HSD(xn) - ‘P(In—l)H <klwn =zl
puis, par une récurrence immédiate, ||x,+1 — @] < k" ||x1 — xo| pour tout n € IN. Par
comparaison a une série géométrique, la série Z |Zn+1 — zn|| est donc convergente ce qui,

d’apres 4.a., entraine la convergence de la suite vectorielle (x,,). Enfin, F' est une partie
fermée (non vide) de IR!, i.e. stable par passage & la limite. La limite de la suite (z,,) est
donc un élément de F'.

b. Montrons d’abord l'unicité: si et y sont deux points fixes de ¢ dans F', alors

lz =yl = [[o(z) — o) < &Iz —yl,
ce qui n’est possible que si z = y puisque k < 1.

Pour Dexistence, soit z¢ € F', soit (zr,) la suite définie comme en 5.a., alors cette suite
converge vers un vecteur y de F' et, de la relation z,+1; = ¢(z,) valable pour tout n, on
déduit en passant a la limite (gréace & la continuité de ) que y = ¢(y), donc y est un point
fixe de ¢ dans F'.

c. Pour tout n € IN*, on a

lzn — 2|l = [|o(@n—1) — (@) || < & [lzn — 27|

puis, par une récurrence immédiate, ||z, — x| < k" ||xg — x¥]|.
d. L’unicité est immédiate: si y € F est un point fixe de 6, alors c’est aussi un point fixe de

¢ = 6™ (notation pour fo--- o8 avec m facteurs), donc y = z*.
1l reste & prouver que f(z*) = z*. Or, 6" (z*) = (6™ (2*)) = 0(p(z*)) = 6(z*), mais
aussi 0" (z*) = 0™ (0(z*)) = p(0(2*)), donc ¢ (O(z*)) = 6(z*) et, comme ¢ admet pour
seul point fixe z*, on déduit que (") = z*.

6. L’ensemble E est une partie de IR non vide (elle contient 0) et majorée (elle est incluse dans
[0,1]), elle admet donc une borne supérieure M.

Size E,onax <M donc z < g(x) < g(M), la premiere inégalité car x € E, la deuxiéme
car g est croissante. Donc g(M) est un majorant de 'ensemble E, d’ou g(M) > M puisque
M est le plus petit majorant de FE.

Par croissance de g, cela entraine g(g(M)) > g(M), donc g(M) € E et g(M) < M.
Finalement, g(M) = M, et M est un point fixe de g.



Deuxieéme Partie. Matrices contractantes

2 3 2 2
1. On calcule T2 = <)(\) a(/\/:g m), T3 = (/\0 a(A +u)gﬂ+ﬂ )), et on conjecture que

p—— A" a Z )‘k/’[/n_l_k

0 u”

pour n > 1, le lecteur se chargera de vérifier I’hérédité.

n n—1
e Si A = p, on peut écrire T" = ()E) anin ) pour n > 1.

n A" — .U’n
. AT ——
eSiA#p,ona T" = A—p
0 u"
2.a. La matrice A est trigonalisable: A = PTP~! avec P € GLy(C) et T = <(>)\ Z) . On a alors
p(A) = p(T) = max {|\|, |u|}. Notons ti"l) le coefficient d’indices (k,l) de la matrice T
avec n € IN et (k,1) € {1,2}%. Alors |t ‘ = A" < (p(A) +¢)", idem pour majorer ’t2 2|

Passons vite sur tél) qui est nul! Enfin,

n—1

. a )\k:/lnflfk

Zei. ; lalnpay—
(p(A) +¢)" (p(A) +e)" = (p(A)+e)"  notoo

A n
par croissances comparées de la suite (n) et de la suite géométrique (((pA()j-) >
p €
Comme toute suite convergente est bornée, on conclut qu’il existe C' > 0 tel que, pour

tout n € IN et tout couple (k,1) € {1,2}?, on ait |tk )| < C (p(A )—i—s)n.

2
: + (n) _
Ensuite, si a; ij est le coefficient d’indices (4, j) de la matrice A™, on a a = Z Z i ktk i qm,

ou les p; et les q;; sont les coefficients de P et de P~ L En posant M = max |Di.k|

et M' = rrllax|quj\, on a enfin |a§2)| < ACMM' (p(A) + 5) pour tout n et pour tout
»J ’

(i,5) € {1,2}*.

b. Pour z = (21,22) € €%, ona|z|| = v/|z1]2 + |22|2. Si on pose || 7]/ = max {|z1],|z2|}, ona

facilement encadrement ||z|so < ||z|| < V2 ||/ so-

Si M = (CCL Z) € M;(C), posons Nog (M) = max {|al, [b], |c],|d| }.

11 est alors immédiat de vérifier la majoration |[|[Mz|eo < 2 Noo(M) - ||2||00-
La question a. fournit la majoration Noo(A™) < a (p(A) +¢)". On en déduit que

||l < VE A" < 20V2 (p(A) + )" []loe < 202 (p(4) +2)" 2]



3.a. En choisissant ¢ = g dans la majoration obtenue en 2.b., on a

N (o)) " el < 0 el (AR )

d’ou la convergence de la série par comparaison a une série géométrique.

b. On a clairement N(x) > 0 pour tout z € C?, et N(0) = 0. Si N(z) = 0, alors tous les termes
de la série & termes positifs sont nuls, notamment pour n = 0 d’ou ||z|| = 0 puis « = 0, ce qui
donne I'axiome de séparation. Si A € C, alors ||A™(A\z)|| = [|AA"z|| = |A|[| A"z pour tout n,
puls N()\gc = |\ N(z), d’ott Phomogénéité. Enfin, si (z,y) € (C?)?, alors pour tout n,

Y| = A"z + AMy| < [A| + [|A"yl, puis N(z +y) < N(z) + N(y), soit

r megahte trlangulaire. Donc N est bien une norme sur C2.

D’autre part, par un décalage d’indice,

+oo too
N(Az) =Y (p(A)+0) " A" al| = (p(A) +n) Y (p(A)+n)"" A" z| < (p(A)+n) N(2).
n=0 m=1

c. Tout d’abord, la somme de la série a termes positifs est plus grande que son premier terme,
donc ||z|] < N(z).

= (A 1\
Avec la majoration écrite en 3.a., on voit que N(z) < C||z|,on C =4 Z <2> .
p(A) +n
4.a. Si D = diag(A1,---,A;) est une matrice diagonale, alors p(D) = max [Ai| et, si
_1_
z=(x1,--,2)eCona

|IDal| = /N2 + -+ M2 < p(D) a3 + - + 2} = p(D) |Jz] .

Si B € M;(C) est diagonalisable, alors B = PDP~! avec P € GL;(C) et D € M;(C)
diagonale. On a alors p(B) = p(D) et, en posant Np(z) = ||P~ z|| pour tout z € C', il est
immédiat que Np est une norme sur C°.

Posons alors ||z||p = Np(z) = |[P~ | pour tout € C', on a donc une norme sur C' et
vee ' |Ballp =||P"'Bx| = |DP'z| < p(D) [P~ x|l = p(B) ||zl 5 -
11 . (1 n . 0
b. Prenons C' = 0 1) alors p(C) =1et C" = g 1 ) pour tout n € IN. Soit z = 1)
alors C"z = 711 pour tout n done, quelle que soit la norme N choisie sur C?, la suite (C™z)

n’est pas bornée dans C2. Sans parler explicitement de normes équivalentes, les programmes
actuels semblent en effet admettre que la notion de “suite bornée” ou de “partie bornée”
ne dépend pas du choir de la norme dans un espace vectoriel de dimension finie. Il existe
donc au moins un entier n tel que N(C™"'z) > N(C™x), c’est évident en raisonnant par
labsurde. En posant y = C"x pour un tel entier n, on a bien N(Cy) > p(C) N(y).

5. Soit r un réel tel que p(A) < r < 1. La question 3. permet de construire sur C2, ou bien sur
IR? par restriction, une norme N telle que, pour tout = € C?, on ait

N(Az) <rN(z) et |z <N(z) <Cllz]



ou C est une certaine constante strictement positive.

De ’hypothese de I’énoncé, on déduit que, pour tout n € IN,
|lznt1 —a* = A(zn — 2%)|| < M ||z — x|,
d’ou
N(zpi1 — 2" — Az, — %)) < MC ||z, — 2™,
puis, par inégalité triangulaire,
N(zp41 —2*) < N(A(z,, — 2%)) + MC ||z, — 2%,
et enfin
(*): N(zp41—2*) <r N(z, —2*) + MC (N(z, — x*))2 .
Prouvons alors le lemme suivant:

Lemme: Soient k& et r des réels strictement positifs, avec r < 1, soit (a,) une
suite réelle telle que ag > 0 et

Vn € IN 0§an+1§ran+k:ai.
Alors il existe a > 0 tel que, si 0 < ag < «, la suite (a,,) tend vers 0.
Preuve. Pour x > 0, posons f(x) = rx + kx?, on constate alors que f(0) =0 et f(a) =«
en posant o = - Comme f est croissante, le segment [0, ] est stable par f. Comme

flx)—z =kax(z—a), on a f(x) <z sur|0,a]. On en déduit que, si (by,) est la suite définie
par by = ag et, pour tout n, by 1 = f(by) = rb, + kb2, alors la suite (by,) est décroissante et
minorée par 0, donc convergente, et que sa limite est nulle car 0 est le seul point fize de f
strictement inférieur a «. Enfin, par une récurrence immédiate, on a 0 < a, < b, pour
tout n, donc lim a, = 0 par encadrement.
n—-+oo

D’apres (*), la suite (N(z, — 2*)) vérifie les hypotheses du lemme avec k = MC, on en
1—r

Mmcz e

1—r
déduit que, si N(zp—2*) < ——
éduit que, si N(zg—z*) C
trouvé un € > 0 tel que, si |29 — 2*| < €, alors (z,,) converge vers z* dans IR*.

alors lim N(z,—2") = 0. En prenant ¢ =
n—-+o0o

Troisiéme Partie. Fonctions de deux variables réelles

l.a. D’abord pour s; € [a, b] fixé, en invoquant le théoréme de Schwarz,

d
~ d
h(Sl) = /C E(&h(sl,s?)) d82 = 81h(81,d) — 81h(31,c) .
Ensuite,

b b dh b dh
/Gh(sl)dsl = /aaT(sl,d)da—/a a—&(sl,c)dsl

1
(h(b, d) — h(a,d)) — (h(b, ¢) — h(a, c)) ,

c’est ce qu’il fallait prouver.



b. Notons d’abord que, si f : [a,b] — IR est une application continue, alors il existe u €]a, b]

b
tel que (**): / f@)dt = (b—a) f(u). En effet, si F est une primitive de f sur [a,b], on a
a

b
f(t)dt = F(b) — F(a), et I’égalité des accroissements finis, puisque F est dérivable sur

[c;l, b], montre l'ezistence de u €la,b| tel que F(b) — F(a) = (b—a) F'(u) = (b —a) f(u).

Ici, ’application T est continue sur [a, b]. En effet, c’est une intégrale & parametre, ’application
2

- 881 682
applications partielles. Le théoréme des bornes atteintes affirme l'existence de M = sup | f|
K

étant continue sur le pavé K = [a, b] X [¢, d], ce qui entraine la continuité de ses

puisque K est une partie fermée bornée de IR?, et ceci fournit une domination valide pour
appliquer le théoréeme de continuité des intégrales a parametre puisque la fonction constante
s9 — M est intégrable sur le segment [c, d].

En appliquant la propriété (**) ci-dessus &  qui est continue sur [a, b], on déduit Pexistence
b

~ ~

de 31 €a, b] tel que / h(s1)dsy = (b—a) h(31), ce qui est la premiere des deux égalités &

prouver d’apres le a.

0%h
Enfin, I'application ¢ : s — W(El, s2) est continue sur [c, d] puisque c¢’est une appli-
S1 0S89
2
cation partielle de f = 95. 9 qui est continue sur le pavé K. On lui applique de nouveau
51 082

(**), on a donc lexistence de 32 €]c, d[ tel que

N d
h(s1) = / g(s2) dsy = (d - ¢) g(52) = (d — ©)

On déduit de cela les égalités demandées.

0%h
881 882

(?1,52) .

2. L’application f est continue et strictement croissante sur I, donc établit une bijection de I
sur Vintervalle J = f(I) (“corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires”).

Le cours indique que, si f' ne s’annule pas sur I, alors g = f ! est de classe C> sur J avec
1

f'(z)

VvyedJ ¢ (y)=———=, donc veel ¢ (f(z))=

puis les fonctions f’ et g étant dérivables sur I et J respectivement,

et o'y = dW ) )

(o)) F(aw)’
@)
Fla)p

3.0, Posons ¢(a) = [ g (V@) + 1= N1w) = [ o (\7@) = 1) + f0)) ax

soit Ve el g¢"(f(z)) =



Le changement de variable affine ¢ = A(f(z) — f(y)) + f(y) fournit

b e @) —e(fw) _ w—y
o(r,y) = @) =) /f(y) g'(t)dt = OB et

donc

vy _yf@-zfly) _
@ =0 - fa)—fy  Ar@y)

r— f(x) p(z,y) == — f(x)

ce qu’il fallait démontrer.

. Pour traiter cette question et la suivante, faut-il admettre que les théorémes de continuité
et de dérivabilité (disons plutdt de “classe Cz-ité”) des intégrales a paramétre s’étendent au
cas de deux parametres ?

Admettons cela. J'appellerai aussi “compact” toute partie fermée bornée de IR? ou IR®.
Pour (z,y,A) € I x I x[0,1], posons ¥ (z,y,A) = ¢ (Af(z) + (1 — X)f(y)). L’application
1 est continue sur I x I x [0,1] comme composée de fonctions continues, ce qui entraine,
pour tout A € [0,1], la continuité sur I x I de (x,y) — ¥(x,y,A). Si K est un compact
inclus dans I x I alors, par le théoreme des bornes atteintes, 1 est bornée sur le compact
K x [0,1], i.e.

Mg >0 V(z,y,\) € K x[0,1] |z, y,\)| < M,

et cela fournit une domination valide pour appliquer le théoréme de continuité sur K puisque

lapplication constante A — My est intégrable sur le segment [0,1]. On en déduit que
1

Papplication ¢ : (z,y) — / Y(x,y,\)d\ est continue sur tout compact inclus dans I X I,

puis qu’elle est continue sur I x I. Ainsi, ’application

1
Gr:(zy) o —f(z)plr,y) =z — f(x) / g (Mf(@) + (1= f(y)) dA

0

est continue sur I x I. Comme G coincide avec Hy sur (I xI)\A avec A = {(z,z) ; = € I},
on voit que Gy est un prolongement continu de Hy sur I x I. C’est le seul puisque tout
point (z,z) de A est limite d’une suite de points de (I x I)\ A, par exemple de la suite

(a:,x + 7> pour n assez grand, il est donc nécessaire de poser Hy(z,z) = Gy(z,z) pour
n
avoir un prolongement par continuité de Hy a I x I.

. L’application 1) introduite en b. admet des dérivées partielles premieres et secondes par
rapport aux variables x et y, & savoir, pour tout (z,y,A) € I x I x [0,1], en posant
u=Af(z)+ (1 = \)f(y) pour abréger,

0 0
TN =S g ), SN = (=) F ) o'W,
82’¢ " " 2 pr(,0N2 (3)
Sy ) = A S () g () + N2 F () o) )
824

G2 @3N = (=) () () + (1= £'0)° 9 )



0%y 0% .
A) = A =A== fy) g% () .
Ces dérivées partielles sont continues sur I x I x [0,1], et se laissent gentiment dominer

par des constantes sur K x [0, 1] par le théoréme des bornes atteintes, si K est un compact
1

inclus dans I x I. On en déduit alors le caractere C? de ¢ : (z,7) — / Y(x,y, \)dA, puis de

0
Gy, donc de Hy sur I x I, ainsi que la possibilité de calculer les dérivées partielles premieres
et secondes de ¢ par dérivation sous le signe intégrale.

.Pourxel, ona
_ _ b _ / _ . [=)
Hy(a.) = Gylaa) o= (@) | o (F)) ah == (@) o (1) =2 = 23
. On note que Hy(z™,z") = 2™ — JJ:/((Z?) = z¥, de méme que (si x # z* et y # ™), puisque
f(z®) =0,
o T fy) —yfle) oy af@) —atfl@)
=T ey~ O T T Ty T
donc
et, d’apreés 1.b., cette expression peut se mettre sous la forme (z—z*)(y —z™) Z:CI;;(JJ, 7)

avecT € I, et y € 1.

Six =z* ou y = z*, alors I’égalité & montrer est triviale avec T = z* ou §j = z*.
Remarque. Le résultat de 1.b. reste bien stur valable si a > b ou ¢ > d, avec §; entre a et b,
et 55 entre c et d.

. De Iécriture Hy(x,y) = — f(x) p(z,y), on déduit que a(ff (x,y) = —f(x) g—(p(aay), puis
que y y
O?Hy de &
IxI =—f'(z) - - :
V(z,y) €1 x oz oy oY) = —F@) 5 @) = fl2) 550 (@.9)
. . asz * K\ 10 % 890 * ok
En particulier, % ay(x ')y = —f'(a") a—y(:c , "),

Or, de la question 3.c., on déduit que, pour tout (z,y) € I x I,

09 (1.4) = / f)—“ju,y,» A= f'(y) / (1= ) " (M (@) + (1 - N () d.

dy
. . 630 * * * * ! f”(l'*) 13
En particulier, a—y( ;) = f(z*) g" (f(a¥)) /0 (1=XN)dx= T3 e en utilisant la
question 2. Finalement,
PHy . . f'(@)
gy ) = 3



Quatrieme Partie. Méthode de la sécante

f(@n) = f(@n—1)
Tp — Tp—1
Comme f(z,) # f(x,—1) puisque f est injective sur I, cette droite intersecte 'axe Oz au

point d’abscisse

1. Six,, # 2,1, la droite sécante L,, a pour équation y— f(x,_1) =

(x—xp_1).

Tp — Tp—1 _ Tn—1 f(xn) — Tn f(xn—l)

-Tn) - f(xnfl) B f(xn) - f(xnfl)

Cette relation est valable aussi si xz, = x,_1 car alors la tangente L, a pour équation
y — f(zn) = f'(z,) (x — z,) et elle intersecte alors I'axe Ox au point d’abscisse
f ‘/L.’ﬂ
f(zn)

Remarqgue. Dans les deux cas, ce point x,1 n’appartient pas nécessairement a I.
2.a. On a

Tpy1 = Tn1 — f(Tn-1) 7 =Hi(xn_1,2ys) .

Tpt1 = Tp — = Hy(xy,2,) d’apres 3.d. de la troisieme partie.

h(z)| <1 <= 1-h@)?>0 — 1_<§_

g) >0 < (@-B)2—(z-a)?>0

— 2a-pBz+p2-a’>0
a? — 32 7@—5

= I.
— x>2(a—ﬂ) 2 — T €

xy — af

(z +y) = (a+ )
aussi si ¢ = y (le détail du calcul est laissé au lecteur).

b. Notons d’abord que Hy(z,y) = pour (z,y) € I?, expression valable

Si, pour n € IN* donné, z,,_1 et x,, sont bien définis et appartiennent a I, alors |u,—1| < 1,
|un| < 1 et, sans trop détailler les calculs,
S Tni1 — @ Hi(xp—1,2n) —
Tpa1 — B Hi(zp_1,2,) — B
Tp-1Tn — (Tp_1 + Ty) + 2
Tn—1Tn — 5(537171 + wn) + (2

Tpol — O Ty —
= = Un—1Un ,

Tn-1— B Tpn—f

donc |up41| < 1, ce qui montre que x4 € I.

ar récurrence, si zg et x; sont dans I, alors x,, est bien défini et z,, our tout n .

P , si g et t dans I, al t bien défini et z, € I tout n € IN

c. Pour tout n € IN*, on a |un 41| = |up—1] |un| < |uy|. La suite (Ju,|) est donc décroissante a

partir du rang 1 et, comme elle est minorée par 0, elle converge. Si on pose | = lm |u,]|,
n—-+o0o

onal=10% doul=0o0ul=1 Mais! = 1 est impossible puisque (|un|) décroit avec
|ug| < 1. Donc I = 0, soit lim w, = 0.

n—-+oo
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Puis z, = —— — Q.
1—u, n—+oco
d. Posons v, = —In|u,| pour tout n, alors v,, > 0 et on a la relation de récurrence linéaire

d’ordre deux: v,41 = vp + vy_1 pour n € IN*. L’équation caractéristique r> —r — 1 = 0
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+ et le nombre ¢ = TE), on a donc

admet pour racines le nombre d’or ¢ =

s

vy, = A" + ByY™ avec A et B réels. Si A < 0, alors v,, serait négatif pour n grand, c’est
absurde. Si A = 0, alors v,, serait de signe alterné, c’est absurde aussi. Donc A > 0 et on a
A
alors v, ~ Ap™. En prenant par exemple M = 5 alors M > 0 et, pour n assez grand,
n—-+0oo
Unp
1—u,
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on a v, > Mp" donc |u,| = e " < e~ ¢" Comme z, — a = (a —B) et que

1 . . . .
Uy < 3 pour n assez grand, on a, a partir d’'un certain rang, la majoration
|2 —a <2(a—B)e M,

qui entraine z, —a = O(es“"n), avec s = —M < 0.

3.a. L'existence d'un € > 0 tel que [2* — e, 2" +¢] C I, et tel que f reste strictement positif sur

b.

ce segment, résulte simplement du caractere ouvert de I et de la continuité de f’.

D’apres 4.a. de la troisieme partie, il existe T entre «* et x,_1, et ¥ entre 2™ et x,, (ces
points sont donc tous deux dans [z* — €, 2" + ¢€]) tels que

O*Hyp

La majoration |z,4+1 —z*| < M |z,—1 — ™|+ |z, — z*| s’en déduit immédiatement.

Tpy1 — 2" = Hy(zp_1,2,) — 2" = (21 — ") (2, — 27)

c. Soit n € IN*. Si ¢, et x,, sont bien définis et sont dans [z* — &, 2* 4 ¢'], alors ils sont tous

eux dans [z* — e,z + €], et le b. montre que
deux d *—eg,x"tel,etleb t
| Tyt — x| < Me? = (Me') e < &,
donc w1 est dans [z — &', 2" + €]
En initialisant avec zg et z; dans [z* — &', 2" + £’], on définit bien une suite (z,,) & valeurs
dans [z — &', z* +£'].
Cette suite (z,,) converge alors vers z* puisque, pour n > 1, on a |z, 41 —2*| < Me' |z, —z
donc par une récurrence immédiate, |z, — z*| < (Me')" ! |z, — x*| avec Mg’ < 1.
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