X-ENS 2015
Un corrigé

Partie I

1. On remplace f(z) par fi(x) +if2(x) dans (E,) et on identifie les parties réelle et imaginaire.
Pour tout réel x, on obtient

(@) = 2 @)~ 1 (o @2 + o) +1)
z fo(2)

1(@) = 3 A1) - 22 (alfu@)? + Hlw)) +1)
2. Posons 1
g=11'7+ (a\f|2+1) ) = (f1)*+ (f2)* + L (ff + £3) +1)?

g est une fonction derlvable sur R et

g'(x) = 2fi(x) f{ () + 2f3(2) £3 (2) + (f1(2) fi(2) + fo(2) f3(2)) (a(fi(2)? + fo(2)?) + 1)

Si on remplace f] et fJ par les expressions trouvées ci-dessus, on obtient ¢’ = 0. g est donc
(at1)2

constante sur I'intervalle R. Comme g(0) = ~=-~, on en déduit que
1 (a+1)2
R ()2 + — 2. 1)2) —
Vo e R, [f(@) + (ol f @) +1)%) = 2T
3. Comme |f'(z)|?> > 0, on en déduit que
1 (a4 1)?
Vr e R, — 2y < — L
v eR, —(alf@) +17) < 5

Multiplier par 4 > 0 ne change pas le sens de I'inégalité et passer a la racine carrée est une
opération croissante. Ainsi,

Vz € R,

@) +1] < |a+1]

Comme o f(z)|2+1 et a+1 sont positifs, on peut supprimer les modules pour obtenir I'inégalité
a|f(z)]? < a puis (toujours comme a > 0)

Ve e R, |f(x)] <1

2
Da facon similaire, Iinégalité de la question précédente donne |f/(x)|? < (O‘IO}) et, en passant

a la racine carrée,

Ve e R, |f(z)] < —=(a+1)
4. (a) On procede comme en question 2 en introduisant la fonction h définie par
ba) = 3 (F@F@) + P -1 [ 1roF @
— @)+ B+ R R - [ G0+ 0
Comme f? + f2 est continue sur 'intervalle R et 0 € R, le théoréme fondamental indique

que z — [ |f|* est une primitive de |f|? sur R. h est ainsi dérivable et le calcul donne
(apreés premiere salve de simplification)

W(x) = —f(2) fa() + f5 (@) fi(2) + g(f{(x)fl (z) + fa(2) fa(@))



En utilisant les expressions trouvées en question 2 pour fi’ et fJ, on obtient A’ = 0. h est
donc constante sur R. Elle est nulle en 0 et ainsi

1

Vo € R, 3 (£@F@) + 71 @F - [ 170F dt =0

Le théoreme fondamental évoqué ci-dessus donne (pour z > 0)

(3 [e) =S - [ ()

En remplacant fox |f|? dans le membre de droite par I’expression trouvée en question 4b,

on en déduit que
d (1 [* 4 J
vos0 4 (5 [C17) = - 59 (Fe)f@)

Comme ‘% (f’(az)f(x))‘ <|f'(z)].|f(z)|, avec la question 3 on obtient que

d (1 [* 1l a+1
ve >0, |- (= 2)| < =
v ’dm (:U/O f|>‘_x2 2/«
La fonction H : z — % (i fox |f |2) est donc intégrable au voisinage de +oo (comparaison

aux fonctions de Riemann). Comme elle est continue sur [1,+oo], elle est intégrable sur
[1,+o00[. En particulier, son intégrale sur [1, +oo] existe. En notant ¢’ sa valeur, on a

T

¢ = lim H(t) dt

T—+oo [y
Mais, F : x+ 1 [7|f|? est une primitive de H sur [1, 400 et ceci s’écrit donc

¢ = lim (F(z) - F(1))

T—r+00

On a ainsi

lim 1/ 1f2=1¢ avec L=+ F(1)
0

r—+o0o I

On a bien sfir £ > 0 puisque c’est la limite d’une fonction positive sur R™*.
En reprenant les notations qui précédent, on a

x o0 o0
Jome =
1 1 T
Comme H est intégrable sur [z, +o00[ (pour > 0) on peut majorer par inégalité triangulaire

et en utilisant I'inégalité (x) de la question précédente (en remarquant que le majorant est
aussi intégrable sur [z, +00[) on obtient

()~ (] =

a+1

2V

oo dt
Vo > 0, ]F(a:)—ﬁlgM/ 5 avec M=
x

ce qui s’écrit directement

Yz > 0,




()

Avec le résultat de 4a on a

P == [ 1P == 28 (7 @)F@)

En passant au module et en utilisant les questions précédentes, on a alors

M 4 1 M, 9 1
Hf(x)‘z_”_*—l—*a—*— — 9 avec Mo—M—I—M

x 2y« x Va

En reprenant le résultat de la question 2, on a (factorisation a? — b = (a — b)(a + b))

|f'(@)]* = i(l —|f @) (a+2+alf(z)])
Comme |f(z)| < 1, on en déduit que

)P < 2

1/ (@) =1

Avec 'hypothese £ = 1, on a alors

avec K =

()] <

Blle

On peut alors raffiner 4c et obtenir

d (1 [*
V>0, |— (= 7)< —
x> ,'dx(x/o !f\) < 5n
puis améliorer 4d en
oo dt M’ , 2K
Vx>0,| _1|<K/ t5/2:WaVeCM:?

et 4e en Ve AK
2 . 1
Hf(l')’ _1‘3 .T3/2+I'3/2 _.%'3/2

avec My = M’ +4K

Comme |f(z)| <1, on a aussi |f(z)|> < 1 et, en passant & la limite £ < 1.

Supposons, par I'absurde, que ¢ = 1. L’égalité de la question 2 montre alors que |f'(z)| — 0
quand z — 400 ce qui montre que S(f'(z)f(x)) — 0.

Par ailleurs, la question précédente montre que 1 — |f(z)|® est intégrable au voisinage de
+00 et donc sur R™ (elle est continue sur R1). En posant [ = 0+°°(1 —|£]?), on a alors

’ 2

/x\f\Q:x—I—Fo(l)
0

En injectant ces renseignements dans I'égalité de 4a, on trouve

f@f =1-7+o0(3)

xT T

Comme 1— |f(x)|' est intégrable au voisinage de +o00, on en déduit alors que I = 0. 1—|f|?
est continue, positive d’intégrale nule sur R™ et est alors constante sur R*. L’équation (F,,)
donne alors 1 + o = 0 ce qui contredit a > 0. On a montré que £ ne peut étre égal a 1 et
meéme que

t<1



6. |f| admet v// comme limite en +0co. Si c’est une fonction périodique, elle doit étre constante
égale & V0 et on doit avoir /£ = 1 c’est & dire £ = 1, ce qui est exclus. On a donc montré par
labsurde que |f| ne saurait étre périodique.

7.(a) Soit t > 0. On a
Yy €R, faly) = Vi¥a(t,yVi)

Si, par I'absurde, W,(t,.) était T-périodique, alors f, serait T//v/t périodique. |fo| = |f]|
serait donc périodique et ceci est faux. On peut donc affirmer que ¥, (t,.) n’est périodique
pour aucun t > 0.

(b) Le calcul donne directement

o) = e (i5) (7 + £ 50

2

o) = e (15 ) (#70) + 070+ 25 50
(o)) = 1)

(c) Comme f, est de classe C? sur R et que ¢ — v/t est de classe O sur R** on a les régularités
souhaitées pour ¥, par théorémes d’opérations. Le calcul donne, en posant y = z/v/,

a;;“(t,w) = —ﬁfa(y)—;?f&(y)

= oo (%) (5w - brw)
8;;112“(@9:) = t%f&'(y)

=z (L) (W + o) + 25 )

Ainsi, en tenant compte de I'expression de f”(y) donnée par (E,),

0, PV, 1 2
e+ e = g ow (%) (-l 1)

Par ailleurs,

3¥a(t.a) (al¥a(t o) + ) = 5L fa) AP + )

et on constate que

OV, 0*V,, 1 5 1
D) + G ) = - alto) (altalt o) + 1)

8.(a) On a |age "**the| = |q,|. De plus k%aj, — 0 (série convergente donc terme général de limite
nulle) et ainsi ay = o(1/k?) est le terme général d'une série absolument convergente. Ceci
justifie Uexistence de ®q(t, ).

(b) Posons u, : (x,t) — age kT 1] gagit ici d’utiliser le théoreme de régularité des
sommes de séries de fonctions. Comme on a convergence simple de la série de fonctions de
la variable ¢ (ug(.z)), il nous suffit de vérifier que la série dérivée (variable t, x fixé) est
uniformément convergente sur tout segment de R. Or,

lauk

i?t(t’x)’ = k?|ax|

4



Le majorant étant indépendant de ¢ et terme général d’une série convergente, on a normale
convergence sur out R (ce qui entraine la convergence uniforme). ®¢(.,x) est donc de classe
C? (et sa dérivée s’obtient terme & terme). On a de méme

ouy,
—(t,x)| = kl|a
U (1,)| = blad
0%y, 9
‘W@?x) = k”|ax|
ce qui permet aussi de conclure que ®g(t,.) est de classe C2. Les dérivations terme & terme
donnent
Od e o
ato (t,z) = —i Z k2ake—zk2t+zkx
k=0
%P > o,
8 20 (t, .'E) — Z k2ake—2k2t+lk$
x
k=0

(c) Tout d’abord, comme ) k2etR’ & converge aboslument, on peut poser
(I)()(t, x) _ Z Ckezk e—zk’ t+ikx
k=0

Avec les calculs précédents, on a alors

0% 0?®g

+x ; _

V(t,x)ER XR, Zﬁ(t,x)—i—w(t,.ﬁ)—o

Notons g I'unique solution sur R™ de y/(t) = —£y(t) telle quey(1) = 1 (on a bien existence

et unicité de y par théoreme de Cauchy-Lipschitz) et posons
Uy (t,x) = g(t)Po(t, )

Pour tout t > 0, Wq(t,.) est immédiatement 2m-périodique et pour tout réel z, on a
Uo(l,z) = ®o(1,x) = fo(x).En outre,

oV oy 0P
W(Eﬂ?) = g(t)Po(t, )+ g(t)ﬁ(tvﬂf)
7 . 82@0
= 27‘1’0(15,45) + lg(t)w(ta )
1 0%
= ﬂmo(t, .’E) +Zw(t,$)

ce qui montre que ¥ est solution de 'EDP proposée.

Partie II
2
9. Ona M? = < W(L) & 8 > et donc (récurrence quasi immédiate)
(—1)"m?n 0 0
Vn e N*, M = 0 (—=1)"m?* 0
0 0 0



10.

11.

12.

13.

0 (_1)n+1m2n+1 0
VneN, M = [ (—1)»m?nt 0 0
0 0 0

Par combinaisons linéaires, on voit alors apparaitre les sommes partielles des DSE de cos et sin
ce qui nous permet de voir (convergence coordonnée par coordonnée) que

On traduit matriciellement le produit scalaire. Comme F(t)T = R(mt)" = R(—mt) = F(—t),
on a

FOXY = (FO)X)TY = XTFt)TY = XTF(—t)Y = X.F(-t)Y

La relation suivante traduit que F'(t) conserve le produit vectoriel. On pourrait faire un calcul
direct pour le justifier, mais il est ici demandé une déduction. .. Pour prouver que deux vecteurs
U et V sont égaux, il suffit de montrer que pour tout Z on a U.Z = V.Z. Je me donne donc un
Z quelconque et je forme

F)X AY).Z = (X AY).F(=t)(Z) = det(X,Y, F(~t)Z)

ou le déterminant est pris dans la base canonique orthonormée. Multiplier par det(F(t)) = 1 ne
change rien et si A est la matrice de colonnes X,Y, F(—t)Z, F(t)A est la matrice de colonnes
F)X,F(t)Y,F(t)F(—t)Z = Z. Ainsi

Ft)(XANY).Z=det(F(t)X,F(t)Y,Z) = (F(t)(X)ANF(t)(Y)).Z
Ceci étant vrai pour tout Z, on a bien

F)(XAY) = F#)(X)AF@)(Y)

On a
—msin(mt) —mcos(mt) 0
Ft)M = mcos(mt) —msin(mt) 0 | = F'(t)
0 0 0
Cette fois,

MXX =X"M'X = - XTMX

ce qui donne
MX.X =0

On peut intérpréter MX comme mE3A X ou E3 = (0,0, 1). Je ne vois pas quelle interprétation
géométrique supplémentaire de M est attendue.

Le polynoéme caractéristique de M + I3 est X ((X —1)2 +m?). On est amenés & distinguer deux
cas.

- Sim =0 alors (M + I3)" = I3 et ((M + I3)")n>0 est convergente de limite I3.

- Sinon, M + I3 admet trois valeurs propres complexes distinctes 1,1+ im et 1 — im. Cette
matrice est donc C-diagonalisable (& sous-espaces propres de dimension 1). Il existe une
matrice P € GL3(C) telle que P~Y(M + I3)P = D = diag(1,1 +im,1 — im). On a alors
D" = P~Y{(M + I3)"P. Si ((M + I3)"),>0 est convergente, il en est alors de méme de D"
(dans M3(C)) et donc de la suite complexe ((1 + ¢m)™). Il faut donc que |1 +im| < 1 et
donc que m = 0.

La suite (M + I3)")n>0 est convergente si et seulement si m = 0.



Partie I11

14.

15.

16.

Posons N(z) = T'(x).T(x) pour tout réel x. N est dérivable et
Vz € R, N'(z) =2T(2).T'(z) = 2G' (2).G" ()

Comme a A b est orthogonal & b, 'équation vérifiée par G montre que G'(z) et G”(z) sont
orthogonaux. N est donc de dérivée nulle sur U'intervalle R. Elle est donc constante. En 0, elle

vaut 1 et on a donc
Vo € R, |T(2)] = N() =1

Soit z € R. On pose Y = (I3 + M)G(x) de sorte que 2G"(x) = Y A G'(z). Par formule du
double produit vectoriel, on a

2G'(z) NG"(z) = G'(2)A (Y NG (2))
= (G'(2).G'(2))Y - (G'(2).Y)G'(x)
= Y - (G'(2).Y)G (z)
Posons alors ¢(z) = G'(2).Y = G'(x). (I3 + M)G(x)). ¢ est dérivable et
¢'(x) = G"(2).((Is + M)G(x)) + G'(z)-((Is + M)G'(x))

Par le méme argument qu’en question précédente, G”(x).((I3 + M)G(x)) = 0. De plus (I3 +
M)Z.Z = Z.Z d’apres la question 12. On en déduit que

¢'(z) = G'(x).G'(z) =

Il existe donc une constante c telle que ¢(z) = ¢ pour tout z. Comme ¢(0) = 0, ¢ = 0 et
finalement,

2G' () NG (z) = (I3 + M)G(z) — zG' ()

Toutes les fonctions mises en jeu sont régulieres (au moins de classe C2) sur leurs domaines et
la régularité demandé pour G provient des théoremes d’opérations. Le calcul donne facilement

o -+ (40) ()

2*G 1 (@) ., [
il N el
O (@1) = Vit < 2 ) ¢ Vit
La question 10 indique alors que
oG %G

et o= (450 (0 (7)o (7))

et la question précédente donne alors

Par ailleurs (formule (fgh)’ = f'gh + fg'h + fgh') on a

- e (400 () s () () 3 (40) (2)

Compte-tenu de la relation de la question 11, on a bien

oG oG 092G
T — (z,t) = o — (2, t) A e (z,1)



17. On a |G (z)] < ||G'(z)|| < 1. On en déduit (inégalité des accroissements finis) que |G1(z)| =
|G1(x) — G1(0)] < |z|, et ce pour tout réel x.

18. On montre par récurrence que G est de classe C” sur R pour tout N.

- Initialisation : c’est vrai aux rangs 0, 1,2 par hypothese.

- Hérédité : soit n > 2 tel que le resultat soit vrai au rang n. Comme 2G”" = G A G', G”
est alors de classe C"~ ! (car G et G’ le sont et il suffit d’utiliser les théorémes généraux
en revenant & la formule du produit vectoriel). G est donc de classe C"*1, ce qui prouve le
résultat au rang n + 1.

19. Si A et B sont deux fonctions de classe C! de R dans R, il est aisé de prouver (en revenant aux
coordonnées) que A A B est dérivable avec (AAB) = A AB+ AAB'. Ici,on a 2G" =GANG’

et donc N G’ G
G — —G’

26 :G’/\G’+G/\G”:O+%G/\(G/\G’)
Comme 2G" = G A G, G"(x) est orthogonal & G(x) et a G'(x) et ainsi
Ve, G"(2).G®(z) =0

Si on pose N(z) = T'(z).T'(x), on a N'(z
constante sur R. Comme 77(0) = G"(0) =
est A2. On a ainsi prouvé que

) = 27"(x).T"(z) = 2G"(x).G®)(x) = 0 et N est

$G(0) AG'(0) = (0,A,0), la valeur de la constante
Vz e R, ||T'(z)] = X

20. (a) Avec la méthode de dérivation évoqué en question 19, on a

V(z) =T (x) An(x) + T(x) An'(z) =0+ %G’(m) A GO (z)

Avec Dexpression de G trouvée en question 19, on en déduit que

Ve = CLC

Mais avec 2G” = G N G’, ceci s’écrit aussi

G@).G@) Lo
LG (@) = —5(G(@).G (@)n(w)

G'(z) ANG(z)

b(z) = —

On utilise maintenant la question 15 en prenant le produit scalaire avec G'(x) ce qui donne
G(z).G'(z) —2G'(z).G'(z) = 0 et donc G(z).G'(z) = = (on a ||G'(x)|| = 1). On a finalement
montré que

20 (z) = —an(x)

(b) (T'(z),n(x),b(x)) formant une b.o.n directe, le produit vectoriel de deux des vecteurs donne
plus ou moins le troisieme et on obtient aisément le signe en regardant le sens. On part de
n(x) = b(z) AN T(z) que 'on dérive :

n'(x) = b(x)ANT(z)+b(x) AT (z)
- —gn(:ﬂ) AT(z) + b(z) A (An(z))
- gb(x) T (x)

(¢) Comme n = G”/\ la relation précédente devient
SGO@) = —AG'(2) + gT(a;) An(z)
= AG'(z)+ %G’(m) NG (z)



21. (a)

22. (a)

Comme 2G” = GAG’, la formule du double produit vectoriel donne (on a vu que G(x).G'(z) =
x plus haut)

2G' () NG"(2)2 ((G'(2).G'(2))G(z) — (G'(2).G(2))G (z)) = 2G(z) — 2G' (z)

En utilisant ceci dans ’expression de G(?’)(a:), on trouve que
2
G (x) + </\2 + Z) G (x) — %G(m) =0

On introduit 'inconnue X = (Y1, Y/, Y, Y2, Yy, Yy Y3, Y4, YY) ou les Y] sont les coordonnées
de Y. On a bien X € C1(R, Mg 1(R)) puisque chaque Y; est de classe C® (et méme C™ avec
la question 18). Les Y; vérifant la méme équation différentielle, on va pouvoir écrire que X
vérifie une équation différentielle du type

c 0
X'=|0 C X
0 0

C

Comme pour le passage d’une équation scalaire d’ordre 2 a un systeme vectoriel d’ordre 1,

on a
1

0
0 1
2

- <A2 + %) 0

Posons H(z) = G(—x); on a H' () = -G'(—x), H'(—2z) = G"(—x) et H" () = —-G"'(—x)
et on en déduit que H est solution de la méme équation que G. De plus, 'application
définie par K(z) = (—G1(z), Ga(z), G3(x)) est aussi solution de la méme équation (chaque
coordonnée étant solution).

Par ailleurs, le cours nous indique que le systéme obtenu en question précédente admet
une unique solution X si on fixe X (0). Pour conclure que H = K, il nous suffit donc de
remarquer que H(0) = K(0), H'(0) = K'(0) et H"(0) = K"(0) ce qui est immédiat (on a
G(0) = (0,0,2X), G'(0) = (1,0,0) et G”(0) = 3(G(0) AG'(0)) = (0, A,0)). Nous avons donc

C =

alE O O

Vz, Gi(—z) = —G1(z), Ga(—z) = Ga(x), G3(—z) = G3(x)
Posons N(z) = ||G(z)||* = G(x).G(z). N est réguliere et
N'(z) = 2G(x).G'(z) et N"(z)=2||G'(x)|* + 2G(x).G" (z) = 2

Il existe donc une constante ¢ telle que N'(x) = 2z + ¢ et la valeur N’(0) = 0 indique que
c = 0. Il existe donc une constante d telle que N(z) = 22 + d et la valeur de N(0) = 4\
donne

Vo e R, [|G(z)|? = 22 + 4\

Supposons que G(z) = G(y). La question précédente donne alors |z| = |y|. Si on avait
T = —y, on aurait alors G1(r) = G( — x) ce qui impliquerait G(z) = 0 (car G est impaire
et Gi(—z) = —G(x)) et donc x = 0 (puisque I'on suppose que Gine s’annule pas sur R*) et

donc aussi x = y. Dans tous les cas, on a x = y. On a donc injectivité de G.

D’apres 20.c, G} est solution de 1'équation différentielle

y'(@) + N (x) = (C1(2) - 26 (@)



Notons r le second membre de I’équation. D’apres ’énoncé, on a

sin(Az) 1

G’ (x) = cos(\x)G7(0) + ;y GY(0) + X /096 r(s)sin(A(z — s)) ds

Or, G1(0) =1 et GY(0) = 0 (fonction impaire) ce qui donne
1 X
G(x) — cos(Az) = )\/0 r(s)sin(A(x — s)) ds
On remarque (avec les questions 17 et 14) que

| | 2 2 2

el < e+ Lo < S+ 2 = 2

et une majoration grossiére (inégalité triangulaire) donne (attention au sens des bornes,
I’énoncé ne semble pas le voir)

|G’<x>—cos<m>r<1/ (o) ds = 121
! A [0,2] 6
(b) Soit 2 > 0. Par théoreme fondamental, on a G1(z) = [ G/ (t) dt et donc
sin(Az) v / xt
— — t)) dt — dt =
Ga(a) = =2 = | [(Gi0) = costan) ‘ o
En particulier, on a
3 11 (3m\*
i I T
G1 <2)\> =73 T (2)\> (a)
1 1 mT\4
> _ - (& b
G (2>\) “A 24 <2)\) ®)

Dans (a), le membre de droite équivaut au voisinage de +o00 a —1/\ et est localement
négatif. Dans (b), le membre de droite est de méme localement positif au voisinage de +oc.
Ainsi, pour \ assez grand, G change de signe. Par théoreme des valeurs intermédiaires (G
est continue), G; s’annule donc pour A assez grand, ce qui était demandé.

23. La question 20 donne kg = X (fonction constante) et 7¢(x) = 5. On a ainsi
2

U(t,z) = \jiexp< Zt>

Le calcul donne aisément
8\1’ R A2
ey —(t,x) + e (z,t) =0 et |U(t,x)]* = =3

En posant a = —%, on obtient ’'EDP voulue.
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