X-ENS PSI 2018
Un corrigé

1 Existence et unicité des solutions de (1)

1. Le probleme (1bis) est un probléeme de Cauchy pour une équation différentielle linéaire d’ordre 2
a coeflicients continus et le coefficient devant la dérivée seconde ne s’annule pas. Sur 'intervalle
[0, 1], le théoréme de Cauchy linéaire indique qu'il y a une unique solution vy. Comme v} = cvy—f
est continue, cette solution est de classe C? sur [0, 1].

’ (1bis) admet une unique solution‘

2. Notons , c’est & dire que ws est I'unique fonction de classe C? sur [0, 1] telle que
vV € [0,1], —wh(x) + c(z)wz(z) = f(x) et wz(0) =0, wh(0) =0
Posons w = Aw; + wy. On a immédiatement w(0) = A et w’(0) = X. De plus, w € C?([0,1]) et

Vz € [0,1], w”’(z) = M (z) + wi(z) = Ae(z)wi(z) + c(z)we(z) — f(z) = c(z)w(z) — f()

On en déduit que ’v,\ = \wi + ws ‘

3. Posons h = w}. On a b/ = 2wyw] et K’ = 2(w})? + 2w w] = 2(w})? + 2cw? > 0. b’ est donc
croissante. Comme elle est nulle en 0, elle est positive. h est donc croissante. Si, par ’absurde,

h était nulle en 1, on aurait A nulle sur [0, 1]. w; serait aussi nulle sur [0,1] et ceci contredit
w}(0) = 1. Ainsi,

wi(1) #0

wa(1)
w1 (1)

)
Soit w une solution de (1). u est 'unique solution du probléme de Cauchy (1bis) avec A = u/(0).
On a donc u = vy (o) = z'a’(O)wl +ws. Ainsi, 0 = u(1) =/ (0)w; (1) + wa(1) et ' (0) = —538; u
est donc égale a la solution vy exhibée.

4. On peut alors poser A = — et on a v)(1) = 0 par choix de A. vy est ainsi solution de (1).

’ (1) possede une unique solution‘

5. Supposons, par I’absurde, que u prenne des valeurs < 0. u étant continue sur le segment [0, 1]

admet un minimum m. Avec notre hypothese, m < 0. L’ensemble {t € [0,1]/ u(t) = m} admet
une borne inférieure que 'on note a. Par continuité de u, on a u(a) = m et o €]0, 1] (puisque
u(0) = u(1) = 0). Ainsi, v/() = 0 (minimum atteint sur Pouvert |0, 1]).
Sur un voisinage |a—r, a+r[ de a, la fonction u est négative (par continuité) et donc v’ = cu— f
est aussi négative sur ce voisinage. En particulier, v’ est décroissante sur ce voisinage. Comme
u' () = 0, u est positive sur Ja—r, o et u est croissante sur cet intervalle. Comme u est minimale
en «, u est en fait constante sur Ja — r, . Ceci contredit la définition de «.

’Si f >0, Punique solution de (1) est positive‘

2 Une matrice de discrétisation

6. A, étant symétrique réelle, elle est diagonalisable par le théoréeme spectral (et admet méme une
base orthonormée de vecteurs propres). En particulier

’les valeurs propres de A,, sont réelles‘
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En utilisant les notations de I’énoncé, on a (avec la convention vy = vy4+1 = 0)
AV =W avec w; = —v;_1 + 2v; — vj41

Si AV = AV, on a ainsi

’ViE {1,...,%}, Vit+1 —(2—)\)1),'4-1)2‘_1 :0‘

7. Soit A une valeur propre de A, et V un vecteur propre associé. Notons v; une coordonnée
maximale en module. On a alors Vk € {1,...,n}, |vg| < |v;| et ceci est encore vrai pour k = 0
ou k =n + 1 avec la convention choisie. Avec la question précédente et I'inégalité triangulaire,

12 = Al |vg| < Jviga| + Jvim1] < 2w

Comme |v;] > 0 (puisque V n’est pas le vecteur nul), on en déduit que |2 — A| < 2 et donc
A€ [0,4].

Si |2 — A\| = 2 alors, I'inégalité précédente est une égalité et |v;_1| = |v;| = |vit1|. Une récurrence
simple montre alors que |v;| = |vi—1]| = -+ = |v1] = |vg| = 0. V est alors le vecteur nul (puisque
|v;| qui est maximale est nulle) ce qui est faux (puisque c’est un vecteur propre). Ainsi

’ Sp(An) C]()? 4[ ‘

8. (a) Le discriminant de P vaut A\(A —4) < 0. P (qui est un polynoéme réel) admet donc deux
racines complexes (non réelles) conjuguées.

’Tle(C\Ret T‘QZH‘

(b) On considere toujours un vecteur propre V associé a A. Notons (u;) l'unique suite réelle
telle que
ug=v9 =0, uy =v; et Vi > 1, w41 = (2 - )\)ul — U;—1

La suite (u;) est récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, d’équation caractéristique
P(r) = 0. Le cours nous apprend que

Ja,b € R/ Yk, uy = p*(acos(kf) + bsin(k))
Comme ug = 0, on a a = 0. Par ailleurs, une récurrence immédiate donne
Vk e {0,...,n+ 1}, vp = ug

La condition v,41 = 0 indique alors que bsin((n + 1)f) = 0. Comme V n’est pas le vecteur
nul, u n’est pas la suite nulle et donc b # 0. Ainsi, sin((n + 1)8) = 0.
Enfin, le produit des racines de P vaut 1 (relations coefficients-racines) et on a donc p = 1.

’ sin((n—i—l)@):Oetp:l‘

9. Posons 6, = n]‘% pour k =1,...,n et P, le polynome dont les racines sont e et e~ . On a
donc
Py(r) = 1% — 2cos(B)r + 1

On se retrouve dans la situation de la question précédente avec A\ = 2(1 — cos(6y)). La suite de
terme général u, = sin(pfy,) vérifie la relation de récurrence linéaire et on a u,41 = 0. Le calcul
qui précede montre ainsi que

Vi = (sin(0y), sin(26y), . . ., sin(nby))

est propre pour A, associé a la valeur propre \j.
Comme cos est injective sur [0, 7], on a trouvé n valeurs propres distinctes. Comme A,, est de
taille n et comme les sous-espaces propres sont en somme directe, on a toutes les valeurs propres
et chaque sous-espace propre est de dimension 1.



|Sp(An) = {2(1 — cos(6)))/ k € {1,...,n}}|

Les vecteurs Vi = (sin(6y),sin(260y), . . .,sin(nd})) forment une base de vecteurs propres

10. (a) Soit X un élément du noyau de B. Supposons, par I'absurde, que X est non nul. Il existe
alors une coordonnée x; maximale en module. En exprimant la nullité de la i-eme coor-
donnée de BX, on obtient

n
Z b@jl‘j =0
j=1

On en déduit (par inégalité triangulaire et en tenant compte du signe des coefficients de B)

que
zz‘xz,<z bij ’%’<Z bi )il

J#i J#i

Comme |z;| > 0, ceci contredit la troisieme propriété des M-matrices.

’Toute M -matrice est inversible‘

(b) Supposons F & coordonnées positives et posons Y = B~!F. On a alors BY = F. Notons y;
la coordonnée minimale de Y. En exploitant la i-eme coordonnée de BY', et compte-tenu
du signe des b; ; (yj > y; et en multipliant par b; ; < 0 pour j # 0, b; jy; < bl-,jyi) on obtient

0< fi= szgy]“‘bzzyz<sz]yz+bzzyz—yzzb,]
JF#i J#i

La somme du membre de droite étant > 0, on en déduit que y; > 0.

’Si F est a coordonnées positives, B~ F aussi‘

(c) Les colonnes de B~! sont les images par B~! des vecteurs de la base canonique. Comme
ces derniers sont a coefficients positifs, on en déduit avec la question précédente que

’Toute M-matrice a une inverse a coefficients positifs‘

11. Soit € €]0,1]. Ay, + €1, est une M-matrice (vérification simple, en particulier la somme par ligne
vaut 1 + ¢ ou € et est > 0). (A, + l,) ! est ainsi & coefficients positifs.
On rappelle que

1
VM € GL,(R), M~ = tCom (M
On en déduit (le passage au déterminant étant continu, ce qui implique aussi que le passage a la
comatrice l'est) que A1 est limite quand € — 0 de (A,, + €I,,) . Une limite de termes positifs
étant positive,

A1 est A coefficients positifs

3 Une suite d’approximations de la solution de (1)

12. Par égalité de Taylor avec reste intégrale,

3 .
hk} Ti+4+1 i _ t 3
ais) =3 @) + [ =06 4
k=0 Ti




13.

14.

On fait la différence de ces égalités. Les termes pour k =1 et k = 3 s’éliminent et il reste

Tit1 . _+)3 Ti—1 . _+)3
(@) +o(wio1) = 20(z;) + b2 (2;) +/ W”w (t) dt +/ W”w (t) dt

Ainsi,

Tit1 . _+\3 T; [ 3
olasss) + i) = 20l) — 12 (@) < [ C““t)wwuﬂdv+/' E=2i)™ @) ay
T

. 6 Ti—1 6
(4) Tit1 .

glwgw</ <@Hn%ﬁ+/ @alfﬁ)

i Ti—1

(4)

< HUGIOO(}LAL + h4)

Ainsi
Vie{l,....n}, 0"(x:) — 2 (v(@it1) + v(wim1) — 20(2;))| < Ch? avec C = %

Bien siir, [[v® || existe car on a supposé que v € C*([0, 1]).

Les relations (2) équivalent & I’équation matricielle

. uy f(x1)
<h2An + diag(c(z1), . . ,c(z:n))> U=F avec U= | : |, F= :

11 s’agit donc de montrer que By, (h) = %An + diag(e(z), ..., c(xy,)) est inversible.
Reprenons le calcul de la question 7 et considérons A une valeur propre de h?B,, et V un vecteur
propre associé. Notons v; une coordonnée maximale en module (et posons vg = vp4+1 = 0). On a
alors

12+ hPei(@) = AJvi| < [oiga] + |viea] < 2luil

On en déduit que A > h2¢;(z).

Si ¢;(x) > 0 alors A > 0 et h?B,, est inversible puisque 0 n’est pas valeur propre.

Sinon, supposons par l'absurde que A = 0. On a alors A = h?¢;(x) = 0 (puisque ¢;(z) > 0). Le
méme raisonnement qu’en 7 montre que V = 0 et donne une contradiction.

La matrice B, (h) est ainsi inversible (comme h%B,,(h)) et

’ (2) admet une unique solution‘

L’équation (1) s’écrit u” = —1 et il existe donc des constantes ¢, d telles que Vz, u(z) = —% +
cx + d. Les conditions u(0) = u(1) = 0 donnent d = 0 et ¢ = 1/2. Ainsi,

vz € [0,1], u(z) = %x(l _ )

On vérifie que, pour 1 <i¢ < n,

1 1
w(@igr) +u(wi—1) — 2u(z;) = §$z‘+1(1 —Tiy1) + §$i71(1 —xi—1) — xi(1 — ;)
+ 1 — 1
= h(z—; (1—(i+1)h)+2 (1—(i—1)h)—i(1—ih)>
= —h?
Ainsi, U = Yu(x1),...,u(z,)) vérifie A,U = h*F o F a toutes ses coordonnées égales a

1 = f(=z;). U vérifie donc (2) en ajoutant les termes d’indices 0 et n + 1.



Vie{0,....,n+1}, u; = u(z;) = sz;(1 — 2;)

15. Avec les notations de la question 13, B, (h) 4 I, est, pour € > 0, une M matrice et son inverse
est donc & coefficients positifs. En procédant comme en question 11, B, (h)~! est & coefficients
positifs. Si F' est & coefficients positifs, ce qui est le cas si f est positive, U = B, (h)"'F est &
coefficients positifs. Comme on a aussi ug, upt+1 > 0,

’si f est positive, alors Vi € {0,...,n+ 1}, u; > 0‘

4 Un premier résultat de convergence

16. On a plusieurs propriétés a prouver. Ci-dessous, on identifie R" et I’ensemble des matrices uni-
colonnes de taille n.

- Soit A € M,(R). X — AX est continue (linéaire en dimension finie). De plus {z/ ||z]/cc <
1} est un compact (fermé borné en dimension finie). N(A) est ainsi bien définie (et c’est
meéme un maximum).

- VA, N(A) > 0 (borne supérieure d’une partie de R™T).

- Si N(A) =0 alors Va, Az =0 et A est donc nulle (I'endomorphisme de R™ canoniquement
associé a A lest).

- VA, B € M,(R), Vo € R" tel que ||z||cc < 1, [[(A+ B)z||eo < [|[AZ||0o + || Bx|lco < N(A) +

N(B) Par passage a la borne supérieure, N(A + B) < N(A) + N(B).
- VA € M,(R), VA € R, Vz € R™ tel que ||z|o <1,

[(AA)z]loo = [M[[Az]loc < [AN(A)

Par passage au sup, N(AA) < |A|[N(A).
Si A =0, 'inégalité est une égalité.
Sinon, on utilise notre calcul pour obtenir N(A) < ﬁN (MA) et récupérer encore 1’égalité.

On a donc montré que

’N est une norme sur M, (R) ‘

On fixe une matrice A. Pour x € R" de norme < 1, on a

n n n
Vi, |(Aw)il = Y aigag| <Y laiglles] < layl

En passant au maximum sur tous les ¢, on obtient

n
|Az]loo < max > ail
iE{l,...m,}j:l

et en passant a la borne supérieure sur tous les z,

n
N(A) < max a; i
)< e 3o

Ce maximum est atteint pour une certaine valeur 7y de 7. Si on pose x;, = 1 quand a;, > 0 et
xp = —1 sinon, on obtient un vecteur = de norme infinie < 1 et pour lequel |(Az);,| est égal au
maximum. Le majorant trouvé pour les ||Az|/ est donc atteint et notre derniere inégalité est
une égalité.



N(A) =
(A) @-eﬁl??fn}j;’a”‘

17. On continue a identifier R™ et ’ensemble des matrices unicolonnes de taille n.

(a)

Soit z € R™ tel que ||z||oc < 1. Notons 1 le vecteur de R"™ dont toutes les coordonnées
vaalent 1. 1 —x et 1+ z ont des coordonnées toutes positives. La question 15 (utilisée dans
le cas ¢ = 0) indique alors que

U= (n+1)2%4,) 1 —-2) et U =((n+1)%*4,)"'(1—2)

sont & coordonnées positives. En notant y = ((n + 1)?A,) "tz et 2 = ((n + 1)?4,)71, on
a ainsi —z; < y; < z; et donc Vi, |y;| < z; ce qui entraine

10+ 1)240) 2o < [1((n +1)240) 1]
Comme ceci est vrai pour tous les  de norme < 1, on en conclut que
N(((n+1)24,)71) < (0 + 1)240) 1|

La question 14 permet d’évaluer le membre de droite. Plus précisement, z; = %ih(l —ih).
Comme t — %t(l —t) est plus petite que 1/8 sur [0, 1] (simple étude de fonction), ||z||cc < %.
On a donc montré que

N(((n+1)?4n)7") < 3

On suppose que D,, est diagonale & coefficients positifs. On sait que B,, = (n+1)%24,, + D,,
est une M-matrice et donc inversible d’inverse a coefficients postifs (avec la question 10).
Soit z € R™ tel que ||z]|s < 1. Notons |z| € R™ I’élément de R™ dont les coordonnées sont
les |z;| et posons z = B, |z|. C’est un vecteur & coordonnées positives (comme B;, ! et |z]).
On a || = Byz = (n+1)?A,2 + Dyz. Comme D,z est & coefficients positifs, Vi, |z|; > y;
oty = (n+1)24,2. |z| —y est & coefficients positifs et ((n+1)?A,)~! aussi. On en déduit
que ((n+1)24,)7 x| — 2 est & coefficients positifs. Ainsi (comme z est aussi & coefficients
positifs)
12lloe < ((n+ 1)24,) "2l

Comme |z| est de norme < 1 on en déduit que
2llc < N(((n+1)240)7)

Par inégalité triangulaire, et comme B;, ! est & coefficients positifs, |(B;, 'z)|; < By |z|; = 2.
Finalement
1B, 2]l < N(((n+1)245)7)

Ceci étant vrai pour tous les « de norme plus petite que 1,

N((n+1)24, + D)"Y ) < N((n+1)%24,)" 1) <

ool

18. On utilise les notations sugérées par ’énoncé. On a alors

En u

u(xy) U1
= A, : A, | 1| =V avec v; = —(u(xi—1)—ui—1)+2(u(x;)—w;) —(w(xir1) —wiv1)

tilisant la relation vérifiée par (u;), on a

vi = 2u(;) — u(@ipr) — u(zio1) — h2(f(2;) — e(zi)u;)



Comme f(z;) — c(z;)u(x;) = —u”(z;) on trouve alors

v = 2u(x;) — w(@ip1) — u(wi—1) + h2u” (x;) — h2e(xy) (u(w;) — ug)
ce que 'on peut écrire

v + h2e(z) (u(zy) — wi) = 2u(z;) — u(zipr) — w(wi1) + b2 (z;)

Si on divise par h?, la question 12 (utilisable avec u car u” = cu — f € C? et donc u € C*), on a
alors

1
Vi + c(x;) (u(z;) — u;) = w; avec |w;| < Ch?

Avec la définition de V' et en notant D,, = diag(c(x1),...,c(xn)),
(n+1)2?A, + D)X =W

ou encore (si W # 0)
w

X = ||[Wlloo((n+ 1?4, +D,) ' ——
W |0 (( ) ) W

Par définition de NV,

1X]loe < Wl N(((n +1)2A, + D,)™1) < 8(nc+1)2

On a donc montré que

A c
3C/ Vn € N*, onax lu(z;) — il < %

5 Un second résultat de convergence

19. (a) Une variable de Bernoulli de parameétre x a une espérance égale a z et une variance égale
a z(1 — z). Par linéarité de ’espérance,

E(Sn> =

S

S E(Xy) =@
k=1

Les X; étant indépendantes, la variance de la somme est égale a la somme des variances et

V(Sn) = 5 3 V(X) = 20-n)
k=1

Par formule de transfert (et comme les valeurs prises par les S, sont les k/n avec k =
0,...,m)

s =31 () Pns = b

Or, nS,, sui une loi binomiale de parametres n et x. Ainsi

E(f(Sn) = Xieo £ (3) (1)2*(1 = 2)"™* = By f(2)

(b) Si X est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2, alors on peut définir la
variance et on a

V(X) = E((X - E(X))%) = E(X?) - E(X)?
La variance étant positive, E(X)? < E(X?). On utilise ceci avec X = |S,, — x| :

E(|Sn — zf*) < E((Sn — 2)?)



Comme z = E(S,,), le membre de droite vaut V(.S,,). On utilise la question précédente pour

obtenir le membre de gauche :

(Z IS x>"'f)2 < V(s

k=0

Comme la parenthese est positive, le passage a la racine carrée (opération croissante) donne
la premiére inégalité. Pour la seconde, on utilise z(1—z) < 1 (étude de fonction déja évoquée

en question 17(a)) ce qui donne V(S,) < 4 et on passe encore & la racine carrée.

n

k
r— =
n

‘ -

N|=

()Pl —z)"F < V(S,)2 <

2

B

k=0

20. Distinguons deux cas.

21.

- Si A €]0,1] alors (comme o > 0), A* <1 <1+ A\
- Sinon A > 1 et donc A* < X\ (car a« < 1) et A* <1+ A\

On a ainsi

(VA>0, \* <141\

On veut utiliser ceci avec A = /n|z — k/n|. Ceci est possible si x # k/n et donne alors

(Vale — k/nl)* <1+ /ale — k/n)

En divisant par n®? (qui est > 0), on obtient I'inégalité demandé. Cette inégalité reste trivia-

lement vraie quand z = k/n. Ainsi

vz €]0,1[, Vn € N*, Vk € {0,...,n}, |z — E|" <n=*2 (1 + /n|z - £|)

En utilisant la formule du bindéme avec (x 4+ (1 — z))™, on a

f(z) = kznzof(x) <Z)x(1 — )k

On en déduit que

0= But@) =3 (160 = 55 ) ()1 -

k=0
Par inégalité triangulaire puis avec I’hypothese faite sur f, puis avec la question précédente

n

@)~ Buf@)| < Y

k=0

f) - f(fj)‘ (Z):,;(l -

< Kzn: T — % i (Z)x(l—x)”k
kZOn
T

K n

z— fb' (Z)m - g:)"k>



22.

23.

La question 19(b) permet de majorer la somme et d’obtenir

3K 1
2 na/2

[f(z) = Bnf(x)] <

Il reste a passer a la borne supérieure sur z €]0,1[ (qui est la méme que celle sur [0,1] par
continuité des fonctions) pour conclure que

3K 1
IF = Baflle < 55—

On va utiliser ici la formule k(p Jkrl) =(p+1) (kf 1) (qui se prouve facilement avec les expressions

avec des factorielles) et aussi (”Zl

n+1

(Busiu)(z) — Z ik (”Z 1) =11 =gtk S (41— k) (”Z 1)xk(1 )k

n+1
= (n+1) <

k=0
n+1 n
wk_l(l — )" tR ; up, (n B k) ah(1 - x)n_k>

= (n+1) kzoukH—Uk <I<:> k(l—x)”*k

On se trouve dans la méme situation pour redériver. En posant vy = ug41 — ug, On & Vg1 — Vg =

Ukt2 — 2Ug41 + ug et

N

k

. n—1
(Bnt1u)"(z) = n(n +1) Z Ukt — 2Upq1 + uk)< >ggk(1 — )Lk
k=0

On utilise alors ug o — 2upy1 + up = —h2f(rpy1) = _ﬁf(xk+l) pour obtenir

(Bpp1uw)"(z) =

- () (1)

(a) Avec la question précédente,

(Bpsw)'(z) = ———— (Bn_

n+1

on a d’abord

1f(x)+:§_: (r(E) -7 (5) (") 1)xk<1_x>”—l"“>

On ajoute —u”(z) = f(x) pour en déduire

Xnaa () = (f(z) -

Remarquons que

| Brn-1f(2)]

1

Bn1f(2)) + ——Bn-1f(2)

n+1

B () () (7)o

n—1

<17l 3 ("5 ) -0 < sl

k=0



«

E+1 k
n+l n—1
n—2k+1
(n—1)(n+1)
K
(n+ 1)«

/() ()l s

[0}

car —(n—1)<n—-2k—1<n—1pour0<k<n-—1.
Ainsi, par inégalité triangulaire,

1 K
!
[Xn41(@)] < ”f_Bn—lfHoo“‘meHoo‘Fm
En passant a la borne supérieure, on obtient
" < B 1 K 1
Xntilloe < (If = Bp-1flloc + m”f”oo + mri)e

(b) On fixe z €]0, 1] et on considere la fonction h de ’énoncé. h est deux fois dérivable sur [0, 1]

et
(0 = X () = 2520 1 21
7 o Xn (:U)
HI(E) = X () + 2550

Remarquons que comme Xp,+1(0) = Bp+1u(0) = up = 0 et de méme xp41(1) = upgr1 =0 et
que de plus h(z) = 0, par théoreme de Rolle h’ s’annule sur 0, z[ et sur ]z, 1[. A nouveau
par théoreme de Rolle, h” s’annule au moins une fois en un point £. ceci donne

Xa1(2) = —52(1 = ) (6)

Pour z € {0,1}, toute valeur de £ convient car x,+1(0) = xn+1(1) = 0.

24. On en déduit en combinant les deux questions de 23 que pour tout x € [0, 1]

1, , 1 1 1
[Xnt1(2)] < gHXnJrl oo < 3 <‘f = Bn-1flleo + m”fum + KW)
En passant a la norme infinie et vec la question 21 on a donc
1 3K 1 1
< - K
Pen+lloo = 8 <2(n— 1)a/2 + n+1”f”°°Jr (n+1)a>

|Xn+1l/co €st alors majoré par une suite convergente et est une suite bornée. Ainsi

na/2

R M
M >0/ Vn € N*, |lu — Bpy1tulloo < —5
nao/2
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