X-ENS PSI 2020 - corrigé

Partie 1

1.

4.

Soit g un minorant de h. Soit x € R%. Pour tout y € RY, h(y) + %Hy —z||* = 1+ 0 ainsi 'ensemble de
ces valeurs est une partie de R non vide et minorée, qui admet donc une borne inférieure (7:h)(z). Le
réel h(z) obtenu pour y = x appartient a 'ensemble, donc (T:h)(x) < h(z).

Soient p11 et po des minorants de h; et ho respectivement, puis g = min(ui, p2). Comme H(z) €
{h1(z), ha(x)}, on a H(x) > p pour tout x € R? donc H est minorée, d’oi I'existence de T.H.

Soit x € R%.

o Pour tout y € RY, H(y) + Ly — 2| < hu(y) + Ly — 2], a fortiori (T.H)(z) < ha(y) + Ly -zl
Le réel (T.H)(x) est un minorant des hy (y) + 1[jy — z[|%, or (T-h1)(z) en est le plus grand minorant,
donc (T H)(x) < (T:h1)(x). Symétriquement, (T.H)(x) < (Tch2)(x). Ainsi,

(TeH)(z) < min ((Tchy)(2), (Tehe)(x)) -
e Pour tout y € R?, si par exemple ha(y) > hi(y) (Iautre cas est analogue),

1 1
H(y) + _lly — 2l = h(y) + Zlly = 2| > (Teh1)(2)

donc
H(y) + élly — || = min ((Tzh1)(2), (The)(2)) -

Le réel min ((T-h1)(z), (T-h2)(z)) est donc un minorant de ensemble des H(y) + 1[|ly — z||*; par
définition de la borne inférieure :

min (Toh)(2), (Toha) () < (TH)(a).

Finalement (T.H)(x) = min ((T:hy)(x), (T:-he)(x)) pour tout x.

Soit z € RY. Soit y € R?%. On sait que RY = Rz @ (Rz)* donc il existe A € R et y; € (Rx)* tels que
y = A +yo. Ainsi g(y) + Llly — 2> = Az + yo|? + LA = Dz +yo[* Vuz Ly, le théoreme de
Pythagore s’applique :

1 1 1
() + Zlly = l* = Ml=l* + lyo [ + 2O = D[l + g ]*

Il en découle que
1 1
9+ Zlly - 2| = N2|||* + Z(A- D[] = o)l

Les variations de ¢ : A +— A2 + é()\ — 1)2 montrent qu’elle atteint son minimum en \. = 1—_1% avec
(X)) = 1—}_6 . Ainsi Vy € R, g(y) + Ly — |2 > l—ieHxHQ et cette valeur est atteinte en choisissant

1y = Aex. La borne inférieure est ici un minimum :
1 1
T.9)(x) = —||z||* = ——g(x).
(Te9)(@) = 1 lol* = o)
(a) Soient z,z’ € R%. Pour tout y € R?, par inégalité triangulaire,
1 ) 1 1 )
h(y) + = lly = 2"l < h(y) + =lly — zll + —[lz — 27|
€ € €
donc (T2h)(a') < h(y) + Ly — o + L — /| puis

1 1
(Teh) (@) = —llz = 'l < hly) + Zlly — =|



donc par définition de la borne inférieure,
1
(Teh) (@) = —lle = 2'[| < (Teh)(2).

Ainsi,

(L)) ~ (Toh) (@) <~ — /|

Quitte & échanger z et 2/, on peut supposer que (T.h)(z') = (T:h)(x), ainsi :
1
|(Teh) (@) = (Teh)(2)] < e = 2.

(b) Si h = T.h, alors h est L-lipschitzienne d’aprés (a).

£

Réciproquement, supposons que h soit %—lipschitzienne. Soit z € R%.

vy € RY, h(z) — h(y) < [h(z) = h(y)| < L[z —y|| donc h(z) < h(y) + L]y — z||. Clest vrai Vy,
donc h(z) < (T:h)(x). Par ailleurs avec la question (1), (T¢h)(x) < h(z). Ainsi, (T:h)(x) = h(z).
On en déduit que T h = h.

(c) Soit x € R4

: 1 1 1
(T)(e) =t {no) + 2y~ el y € B < n0) + 10 al) =L

donc, T:h = min (Tgh, %h) = min (T th, T (%h)) car éh est %-lipschitzienne, puis avec la question
(2), T-h = T, min (h, %h) = T. (uh) avec p = min (1, %) < %, donc ph est %—lipschitzienne, ainsi
Toh =T (ph) = ph = min (1, 1) h.

(d) On note u(x) = 1 et h(x) = ||z||. Les fonctions u et h sont bien minorées. On a clairement T,u = u
par définition. Utilisons la question (2) :

T.¢ =T, (min (u, h)) = min (Tru, T:h) = min (u, ph)

d’apres (c) en notant 4 = min (1,1). Ainsi Vo € R?,
—sie <1, p=1donc (T:4)(x) = min (1, ||z||) = ¢(x)
: . 1 si |zl > e
_ 1 — 1 =
sie > 1, u= 2 donc (T-4)(x) = min (1, EHa:||) { %H!TH szl <
5. Notons m = | f|s, vu f bornée. On a donc —m < f < m.
Pour z € R%, pour tout y € R%, f(y) + 2|y — z[|* >
(1), (Tef)(@) < f(z) < m, ainsi |12 f| < m, done T..f
6. o A(x) n’est pas vide car il contient x.
o Soit y € A(z). On a donc f(y) + Ly — z[|* < f(=), puis Z[ly — 2[* < f(z) = f(y) < 2|floo, d01
ly — Il < (2¢]flo)
e Montrons que V = {f(y) + Ly —z|*; y e R} et W = {f(y) + lly — z[|*; y € A(z)} possedent
les méme minorants.
— Tout minorant de V' est clairement minorant de W car W C V.
~ Soit ¢ un minorant de W. Comme z € A(z), on a t < f(z) + L[|z — z[|* soit ¢t < f(x).
Soit y € R%. Siy ¢ A(x), c’est que f(y) + L]y —2|* > f(z), donc f(y) + Llly — z[|* > t; si
y € A(z), f(y) + Llly — z[|* >t car ¢ minore W.
Bref, Vy € R%, f(y) + 1|y — 2||* >t donc ¢ minore V.
Ainsi V et W ont les mémes minorants, et donc la méme borne inférieure : inf V = inf W.
Autrement dit : (7. f)(z) = inf { f(y) + Llly — z||*; y € A(2)} .
7. Soit # € R?%. La fonction g : y — f(y) + 1|y — z||* est continue. La partie A(z) C R? est non vide
d’apres la question (6), fermée et bornée, en effet :

f(y) = —m donc (T.f)(x) = —m. De plus avec
est bornée, et |T: floo < M = |f|oo-



— fermée : A(x) = {y eR?: g(y) < Cte} avec ¢ continue sur R?. L’inégalité étant large, A(z) est
fermée.

— bornée : vu la question (6), A(x) est incluse dans une boule fermée de centre .

Selon un théoréme du cours, valable en dimension finie (c’est le cas ici), la fonction g admet un minimum

sur A(x), en un point y,. Le dernier résultat de la question (6) montre qu’alors (1% f)(z) = g(yz).

8. Notons que le réel |T.f — f|oo est bien défini d’aprés (5). Soient x,y € R%. Quitte & échanger les noms,
on peut supposer 0 < f(z) — f(y). Par définition, (T.f)(z) < f(y) + 1|y — z||* donc
1
F(@) ~ F5) < f(@) ~ (L) (@) + Ly — ]
d’ou )
(@) = fy)l = F(@) = F(y) STef = Floo + _lly — ]

9. (a) Soit r > 0. On a (0,0) € By(r) donc By(r) n’est pas vide. Pour tout (x,y) € By(r), on déduit de
(8) que |f(z) — f(y)| < |T-f — floo + %ra. Ainsi {|f(x) — f(y)|; (z,y) € Bo(r)} est majoré, non
vide, donc admet une borne supérieure, par définition inférieure au majorant obtenu :

1 (0%
wi(r) SITef = floo + 2.
(b) Si 0 < r < v, alors By(r) € By(r') donc wy(r) < wy(r’). En effet wy(r’) est un majorant de
{|f(x) = f(y)|; (x,y) € Bo(r')}, a fortiori c’est un majorant de {|f(z) — f(y)|; (z,y) € Bo(r)}.
10. Soit x € R%.
o (T.f)(z) < f(x) d’aprés la question (1).
e Pour tout y € A(x), la question (6) donne ||y — z|| < r., donc |f(x) — f(y)| < wy(r:), en particulier
fly) = f(@) = —wy(re), puis f(y) + 2y — 2l|* = fy) > f(a) — wy(re). Ainsi Vy € A(z),
1
Fy) + Zlly = ]|* > flz) = wy(re).
En considérant la borne inférieure pour y € A(z), on en déduit (1. f)(x) > f(x) — ws(re).
Finalement, —w¢(r:) < (Tef)(x) — f(x) < 0 donc [(T-f)(x) — f(x)] < wy(re).
11. L’application wy est croissante et minorée (par 0) sur I'intervalle ouvert |0, +oo[, donc par théoréme,
elle admet une limite réelle A (= 0) en 0.
(i) = (ii) : Supposons que (T}, f)n converge uniformément sur R? vers f. Pour n > 1, on applique
(9.a) pour e = L et r =1, = n =% 1l vient
1
Wf(T‘n) < |T1/nf — floo + n
La convergence uniforme donne |71}/, f — fleoc —— 0, or wy(r,) —— A. On passe a la limite
n—-+00 n—-+40o
dans l'inégalité large : A < 0, ainsi A = 0.
(i) <= (ii) : Supposons A = 0. Par (10), [T}/ f — floo < wy ((2%\f|oo)l/a) qui tend vers 0 par
hypothése, donc [T/, f — floc ——— 0, d’ot1 la convergence uniforme.
n——+0o0o
Partie II
12. Pour montrer que f + fy est concave il suffit d’ajouter les inégalités. Examinons g = min(f, fo).

Soient x,y € R et A € [0,1]. On a
FOx+ (1 =Ay) = Af(2) + (1 =N f(y) = Ag(z) + (1 = Ng(y)

et de méme fo(Az + (1= A)y) = Ag(z) + (1 = A)g(y), donc g(Az + (1 = N)y) = Ag(z) + (1 = A)g(y).
La fonction g = min(f, fy) est donc concave.



13. 1l s’agit de l'inégalité de Jensen. On note P(n) la propriété au rang n, en observant que P(2) est vraie
par définition de la concavité.

Soit n > 2. Supposons P(n). Soient z1,..., 2,11 € R et A1,..., Aur1 € [0,1] tels que Z?:ll A= 1.
Notons s = Y | A;, alors s € [0,1] et A1 =1 —s. Si s # 0, notons X, = \;/s.

n+1
f (Z )\ﬂz’) = ( Z)\/fﬂz (1—s $n+1> sf <Z Xl“z) (1= 8)f (@n+1)
i=1

par concavité de f. Utilisons alors P(n), vu > . ; A\i =1 et X, > 0, donc X, € [0,1] :

1=1""
n+1 n+1
f<z>\m> ZAfxz (1= 9)f (@n41) Z/\fxz
=1
Sis:O,alorsAl:---:)\n:()et)\nH:ldoncf(Z”H)\:cZ):f(xnﬂ):Z”H)\f()

Ainsi P(n + 1) est vraie, ce qui termine I’hérédité. P(n) est donc vraie pour tout entier n > 2.
14. f(y) = Af(x)+ (1 = N)f(z) donc :
* A(f(2) = f(2)) = f(2) = f(y), or A >0, done f(2) = f(z) > =

o fly) = f(@) = (1 =N(f(2) = f(z)), or 1 = A >0, donc f(2) — f(z) <
15. (a) Les X; dépendent de la dimension d ; notons-les plutot Xq; dans cette question.
On note H(d) : Vo € [-M, M]%, 3\1,..., A\ya € [0,1] de somme 1 tels que z = Z?il XX

H(1) est vraie : Vo € [-M, M], x = A(—M) + (1 — \)M en prenant A = 2=2 qui est dans [0, 1].

Soit d > 1; supposons H(d). Soit = = (x1,...,2411) € [-M, M]4FL.
Soit A € [0, 1] tel que z441 = A(—M) + (1 — \)M, alors

x=Nzx1,...,zq,—M) + (1 = X)(z1,...,2q, M).

Par H(d) on dispose de A1, ..., Ay € [0,1] de somme 1 tels que

24 24
(@1, xa) = > AiXai =Y Ai((Xai)1, - (Xas)a).
i=1 i=1

d
Ainsi, puisque 2 | \; = 1,

T = )\ZM((Xd,i)b oo (Xag)a, —M) + (1= X) ZM((Xd,i)l, ooy (Xai)a, M).

x est combinaison des 2411 vecteurs Xdt1,i avec les coeflicients A\; et (1 —A)A; positifs, de somme
A Z?il Ai+(1=X) Z?il Ai = A+ (1 = X) = 1. Ces coefficients appartiennent donc a [0, 1].
Ainsi H(d) implique H(d + 1), ce qui achéve la démonstration.
(b) Soit m le minimum des nombres f(X7),..., f(Xqa).
Pour tout 2 € [—M, M]%, soient Ay, ..., Aga € [0,1] de somme 1 tels que z = Z?il AiX;. Vu (13) :

2d 2d 2¢
Z NXi | = Z Nif (Xi) > Z Aim = m.
i1 i1 i—1

Ainsi f(x) — f(0) = m — f(0). La constante D = m — f(0), négative vu le cas x = 0, convient.



17.

()

(d)

Soit 2 € [~M, M]?. Par concav1te f0)=f (32 + 3(-2)) = 3 f(@)+i f(—z) or f(—2) = f(0)+D
u (b). Ainsi £(0) > 3f(z) + 1(f(0) + D) d’'ot f( ) — f(0) < =D = |D|. On a aussi par (b) :
f(x) = f(0) = —|D|, donc |f(z ) O <D

Soient x,y € [~M/2, M/2]%. Quitte & échanger x et y, imposons f(z) — f(y) = 0.

Imposons également x # vy, le cas x = y étant évident.

Soit t = 5Ty H,blen défini et > 0, pulsz:y+t( —x). Onadoncy—ma:+1+t

Pour tout i de 1 a d, |z| < |yi| + tlyi — x| < % +tl|ly — :I:H =4+ ¥ = M donc z € [-M, M)
Avec la question (c), et la question (14) appliquée & A =

1+t’
~2{D| < ()~ F(0) + £(0) — £(&) = £(2) — £ < PO 1 g - ) <o
Ainsi, o
24DI > (1+)1f(0) ~ F)] > gl f@) = £0)

done | f(x) — f(y)| < 4| DL

La restriction fys de f a [—M/2, M/2]? est lipschitzienne, donc continue. Pour z € R%, on peut
choisir M assez grand pour que x soit intérieur a [—M /2, M /2], alors f est continue au point .
Fixons X7 € C. L’ensemble {||Y —X||; ||V —X]|| < [|[Y —=X1|| et X € C} admet un minimum, disons
au point X = Y, en effet : 'espace ambiant est de dimension finie, 'application X — ||Y — X||
est continue, et C1 = C N By(Y, ||Y — X1|) est

— borné, car inclus dans la boule fermée B¢ (Y, ||Y — X1||);

— fermé, comme intersection de deux fermés;

— non vide vu X7 € C.

Comme X; € C, ||Y — Xi|| 2 ||Y — Yo||. Pour tout X € C,

— ou bien X € (1, alors |[Y — X|| > ||Y — Yp|| par définition de Yp;

— ou bien X ¢ C, donc [|[Y — X|| > ||V — X4 > ||V — Yo

Ainsi, VX € C, ||Y - Yol < IV — X]|.

Soit X € C. Pour tout t €]0, 1], le point Z; = (1 — t)Yy + tX appartient & C, car C' est convexe.
On a donc par définition de Yy :

1Y =Yo|l < Y = Zi|]> = |Y = Yo+ t(Yo— X)|I* = |Y = Yo > +26(Y = Yo | Yo — X) + || Yo — X ||*.
On simplifie et on divise par ¢ (> 0) : 0 < 2(Y — Yy | Yy — X) +t||Yyp — X||?, puis on fait tendre ¢
vers 0. II vient 0 < 2(Y — Yy | Yo — X)), soit encore (Y — Yy | X — Yp) < 0.

Supposons que Yj et Y| conviennent en (a). En prenant X = Y] en (b), on obtient
Y~ Yo Y] - Yo) <0,

On peut échanger les roles, d’ott symétriquement
Y = Y{ 1Yo - ¥g) <0,

On ajoute les deux : (Y — Yy | Y] — Yo) = ||Y{ — YolI? < 0, donc Yy = Yy, d’ott I'unicité.

C’est la conséquence directe de (16.a) avec C' = Ef, Y = (x4, f(z4) +€) et Yo = X, car Ef est

convexe, fermé, non vide.

e Ej est convexe : si (z,y), (2/,y") € Ef et X € [0,1], notons (z”,y") = Az, y) + (1 = A)(2',y).
Onay”=Ay+1—=Ny <Af(x)+ (1 —N)f(2') car (z,y) et (2/,y) € Ey, or par concavité de
FoM@) + (L= N @) < fO + (1 Nal) = f(2), ainsi 4" < f(a) : (a,y") € B.

e E¢ est fermé, car stable par passage a la limite, du fait de la continuité de f vue en (15.e), et
de I'inégalité large dans la définition de E'y.

e E¢ n’est pas vide puisque (0, f(0)) € Ey.



(b)

X € Ef donc ye < f(xe).
On est dans la situation du (16) avec Y = (x4, f(24) +€) et Yo = X.. De plus Y ¢ C = Ey, donc
Y # Y. Pour 0 <t < 1, posons

Xy =tY + (1 = )Yy = (tzse + (1 — t)xe, tf (x4) + te + (1 — t)ye).
Y — Xy = (1 =t)||Y = Yo| < [|Y — Yol (car ||Y —Yp|| > 0), donc par minimalité X; ¢ Ef, soit :
tf() +te+ (1= )ye > ftay + (1= t)z.).

On fait tendre ¢ vers 0, or f est continue, d’out : y. > f(x¢). Finalement y. = f(x¢).

Soit x € RY. On applique (16.b) avec Y = (x4, f(z.) +¢), Yo = (2c, f(ze)), X = (2, f(2)) € E} :
0> (Y~ Yy| X — Yo) =

(s — e, a(e) | (x — e, f2) = f22))) = (w0 — 2 [ 2 — 2e) + ale)(f(2) — f(x2))

= (@ | 2=t @ —we) Ta(e)(f (@) = f(ae)) = (e —we | 2=z} +||ws =2 |* +al(e) (f (2) - f(z2))-

L’inégalité (c) vaut en particulier pour @ = z, : 0 > ||zx — z||? + a(e)(f(z4) — f(xe)), soit
(@) &z — 2] + a(e)(ale) — ) < 0.

e Nécessairement, a(e)(a(e) — ) < 0 donc a(e) se situe entre les deux racines de X (X — ¢) :
0 < a(e) < &. Mais si a(e) = 0, l'inégalité (®) devient ||z, — z]|> < 0 donc x, = = or
a(e) =0 < f(xe) = f(zx) +e. On a donc f(z.) = f(x«) + € : contradiction, donc a(e) # 0.
Ainsi, 0 < a(e) < e.

e L’inégalité (®) s’écrit ||z, — x> < a(e)(e — a(e)) ot les deux facteurs sont positifs. Or pour
tous réels u,v > 0, /uv < 3(u+v), donc uv < §(u+v)?, ainsi

L o

2+ — z|* < a(e)(e — ale)) < J(ale) +e —ale))” = 4=

=

puis ||z, — z.|| < 5.
On peut appliquer la question (15.d) a la fonction translatée f* : z — f(x.+2), également concave ;
la vérification est immédiate. Comme ||z, — z.|| < § < %, on choisit M = 1 et une constante D
associée. On a | f*(z- — z.) — f*(0)] < 22|z, — 2, soit | f(22) — f(x.)] < 4|D| - ||z — ..

On reprend (c) avec © = @, : |24 — x| < a(e)(f(x:) — f(x4)). On a donc
s — zel* < a(e) (f(ze) = f(24)) < ale)4|D] - ||z — z]].

En divisant par ||z, —z.||, sl est non nul, on obtient : ||z, —z.|| < a(e)4|D|, qui reste vrai lorsque

|z« — || = 0. Rappelons que a(e) > 0, ainsi : ﬁ”az* — x| < 4|D|.

bpt1—Gpy1 = %(bn—an) donc b, —a, = (bgp—ap)/2" par une récurrence évidente, ainsi b, —a, > 0

et b, —ay —T> 0. Ensuite, ap11 —ap, = %(bn —ay) ou 0, donc an+1 — a, = 0 pour tout n : (ay,)
n—-+0o0o

est croissante. De méme, (by,) est décroissante. Les suites (ay,) et (b,) sont donc adjacentes.

On note P(n) la propriété : {k € N; a,, < ug < b,} est infini. La propriété P(0) est vraie.
Soit n € N, supposons P(n). On a

{kGN;anéukgbn}:{k‘EN;angukéa";—bn}u{kEN;a";bngukgbn}.

Vu P(n), 'un au moins de ces deux ensembles est infini. Si le premier est infini, par définition
ap+1 = ap €t byy1 = a"‘gb", donc {k € N; ay41 < up < byy1} est infini. Sinon, le deuxiéme est
infini, ap+1 = “"'QH’", bp+1 = by, donc {k € N; a1 < ugp < bpt1} est infini. Ainsi P(n + 1) est

vraie. Par principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.




(c) D’aprés (a) les suites (an) et (b,) convergent, et ont la méme limite ¢ € R. On définit par
récurrence une suite d’entiers naturels (¢(0), ¢(1),...) ainsi : on pose ¢(0) = 0, puis ayant défini
©(0),(1),...,(n —1) on sait que {k € N; a, < up < by} est infini; on peut donc choisir p(n)
dans cet ensemble, avec ¢p(n) > ¢(n — 1). On obtient une suite (¢(n)),>o strictement croissante,

telle que a, < u, < by, par construction. Par encadrement, u,,,) —— /.

o(n) n—-+o00

19. On applique (17.e) avec € = 1/n €]0, 1]. Posons

1 d
Pn = (Pl,na s 7pd,n) = M(l‘yn - x*) € R%.

La suite (pp)n>1 est bornée, donc les d suites (p;)n>1 sont des suites réelles bornées. Avec (18), par d
extractions successives, on obtient l'existence d’une suite extraite (p,(,)) qui converge vers un certain
p. € R En effet : il existe une extractrice ¢ telle que la suite (plwl(n))n;l converge vers un réel
¢1. La suite (pg,, (n))n>1 étant bornée, il existe une extractrice o telle que la suite (P2, (py(n)))n>1
converge vers un réel £2 ; on note que (p1 o, (py(n)))n>1 converge encore vers £1. On continue ainsi, d’oi
une extractrice ¢ = 1 0+ 0@y telle que (py(n)) converge dans R,

Par (17.c) et stricte positivité de a(e), pour tout € R,

T n) — Tx Ty — T n 2
(0) = f@) = f (21/0m) < <”“"“*‘ ;g(/;m)) >_ | a(1/;€2(>>)” '

De 0 < a(e) < e par (17.d), on tire a(1/¢(n)) P 0, puis

T1/p(n) — Tx = a(l/p(n)) x Py(n) m 0 x p.=0.

En écrivant

||l'* _1'1/50(71)”2 ”33* _xl/w(n)||
=T =T Dl 7y = [T« — T ol Poin
) A LGy R el [Pl

on voit que ceci converge vers 0. On passe a la limite dans l'inégalité large (¥), f étant continue :

f(@) = fla) < (& — 2 [ pa).

20. Soit g : R? — R convexe et concave. Soit z, € RY. Comme g et ¢’ = —g sont concaves, on dispose de
vecteurs p, et pl, comme en (19) :

9(@) — g(zs) < (ps =) 5 —g(x) + g(2:) < (|2 — 24)
pour tout € R En ajoutant les deux, il vient 0 < (ps + pl |2 — z,) donc pour tout y € RY,
0 < (p« + P, | y). En prenant alors —y au lieu de y, on obtient (p. + p. |y) =0 : p. + p), est orthogonal
a tout vecteur de R?, en particulier a lui-méme, donc p, + p,, = 0. Ceci montre que p,, = —py, ainsi
—g(z) +9(z.) < (Ph |z —2.) = —g(@) +9(z.) < (=ps |z — 1) = g(z) — g(2s) = (ps |7 — 2:4).
Finalement, g(z) — g(x) = (ps |2 — ). g est donc du type z +— a + (8 |z) avec (a, ) € R x R,

Réciproquement, V(a, ) € R x R%, la fonction = +— a + (3| ) est clairement convexe et concave.
Partie III
21. Soit z € RY. (T.f)(z) = inf { f(y) + L[ly — 2||*; y € R?} donc

(T0)(@) - 2ol = inf { £5) + Iy~ ol = olP)s y € R}

or [ly—a[*~[|z[* = (y—z+a |y—z—2) = (y|y—22) donc f(y)+ ¢ (ly—=[*~l|=[1*) = f(y)+{y|y—22)
ce qui définit une fonction concave de la variable = (voir question (20)).

Ainsi (T.f)(z) — 1[|z]|* = inf {gy(z); y € R?} avec les g, concaves. On procéde alors comme dans la
question (12) pour le minimum de deux fonctions concaves, d’'ott @ +— (7. f)(x) — L||z[|* est concave.



22. La fonction g : x — f(z) — K||z||? est concave. Soit z € R?. Par (19), il existe ¢, € R? tel que Vy € RY,
9(y) — 9(x) < (gz |y — ) soit

23.

) = f(@) <{gz |y —2) + Kllyl]* = K|z]* = (@ |y — ) + K{y + x|y — )

puis en décomposant y + = = 2z + (y — x),

fy) = f(2) < g+ 2Kz |y —2) + K|y — «|*.

Le vecteur p, = ¢, + 2Kz convient.

(a)

(b)

fly) = Klly — |* = fy) — Klyl* + K(llyl* = ly — =I?) = f(y) — Kllyll* + K2y — z|z) or
y— fly) — Kl|ly|? et y = K(2y — | z) sont concaves, donc leur somme aussi d’aprés (12). La
fonction y — f(y) — K||y — x||* est donc concave, pour tout z fixé.

Soient x,3 € R? tels que ||z — y|| < 1. La fonction z — f(z) — K|z — z||?> étant concave, sa
translatée o, : z — f(z + ) — K||2]|? Pest aussi.

On lui applique (15.d) pour M = 2 avec une constante D qui ne dépend pas de z. En effet, f est
bornée donc pour tout z € [—2,2]%,

o(2) = a(0) = f(z +2) = K|2]* = f(z) > —2|f|o — 4Kd.

La constante D = —2|f|o, — 4Kd convient.
Comme zy = y — x vérifie ||2p]| < 1, on a aussi zg € [—1,1]¢ donc

| |
|02(0) = ¢z (20)| < —= 10 — 20
soit |f(x) — f(y) + K|ly — z||?| < 2|D|- ||y — z||. On termine avec 'inégalité triangulaire :
[f(2) = f(y)l = £ (@) = () + Klly — z]* = Kly — «|]?|
<|f(@) = f) + Klly — 2l?| + Klly — z[* < 2D| - ly — 2[| + K[|y — ||
<2D[-[ly — 2] + Klly — 2 car [ly —zf| <1
On a donc |f(z) — f(y)| < K'||ly — z|| en posant K’ = 2|D| 4+ K = 4|f|oc + 8Kd + K.

Soient z,y € RY tels que ||z — y|| > 1. Prenons un entier k > ||z — y|| et posons x; = z + %(y —x)
pour j = 0,1,...,k. Alors zg = z, z, = y, et pour j < k, ||lzj41 — 25| = 3|z — y|| <1 don,
d’apres (b), |f(96;+1) flaj)] < K'llzjr — 5]l = K'¢llz — y||. On a

k— k-1 =1y
| f(x) Z flxjgn) = fx)] <Y | f(@jr) — flz;)] <K’Zgllw—y\|
§=0 §=0 j=0

soit [ f(z) = f(y)] < K[|z —yl|

Soit z € R%. Avec (22), on a l’entier p,.

En appliquant (22) & —f, on a un entier p’, tel que —f(y) + f(z) < (p}, |y —z) + K|y — z||?> pour
tout y. Ainsi, (—p, |y — z) — K|y — z[|* < f(y) — f(z) donc le vecteur ¢, = —p), convient.

Soit u € RY. Posons y = x + tu pour t > 0. D’aprés (a), (g, | tu) — Kt?||ul|? < (ps | tu) + Kt?|jul?.
On divise par ¢ puis on fait tendre ¢ vers 0. Il vient : (g, |u) < (pz | ) soit (py — gz |u) > 0.
Cela vaut pour —u, donc <pz — ¢y |u) = 0. En prenant u = p, — ¢z, on en déduit p, — ¢, = 0.

Soit 4 entier tel que 1 < ¢ < d. Posons y = x + te; pour ¢ > 0. D’aprés (a) et (b),

S

(pe lei) — Kt < —(f(z +te:) — f(2)) < (pa | €i) + Kt

done 1(f(x +te;) — f(x)) — (ps | €;). De méme en 0~. Ceci prouve que la dérivée partielle
t—0

g—g{i(x) est bien définie, avec %(x) = (ps | €i) = € (ps) (i-iéme coordonnée de p, dans la base e).
Ainsi, Vf(x) est bien défini, et Vf(z) = p,.



(d) Soient x,y,h € R On applique (a) au couple (z,y + h), sachant que p, = ¢, = Vf(x) :
(B1) : —Klly+h—z|® < fly+h) = f(z) = (Vf(@)|y+h—z) <Ky +h—z|
On considére (E7) pour h =0 :
(B2) © —Klly =l < fly) = fo) = (Vf(2) |y — 2) < Ky —
On considére (E;) pour x =y :
(B3) : —KI[hl* < fly+h) = fly) = (V)| h) < K]||h]?

Alors (E7) — (E2) — (E3) donne :

K (IR + lly+h— 2]+ lly = 2l1*) < (Vf(y) = V) [h) <K+ ly+h—2|® + |y —z]?)

dott (Vf(y) = VI (@) [ )] < KR + lly + = — 2 + |y — ).
(e) On suppose le vecteur v = Vf(x) — V f(y) non nul, le résultat étant évident sinon.

On choisit le vecteur h = %};HZJHU, donc ||h]] = ||z —y]|, et

(o] h) = ol - [l =yl

Par (d) :
[ A < E(IRI? + Iy + b = 2l + ly — =]|*).

Ona |y +h—=z| <|ly -zl +[[h]] = 2|7l et |z — yl| = [|h]], donc
(0| )] < K([R]? +4][R]1 + 1)) = 6K]|A]>.
Ainsi, |[v]| - ||z — y|| < 6K ||y — ||, donc en divisant par |y — z|| (£ 0) :
IVf(z) = V)l < 6Klly — =]

La fonction Vf est lipschitzienne, donc continue, ainsi f est de classe C1.
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