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Introduction

Dans toute la suite, nous appellerons compact une partie fermée et bornée d’un espace vectoriel de dimension finie
(par exemple R?).

D’aprés le résultat rappelé dans le préambule (le théoréme de Bolzano—Weierstrass), on note par ailleurs (d’aprés
la caractérisation séquentielle de la fermeture) que toute suite d’éléments d’un compact posséde une extraction qui
converge dans ce compact.

Pour finir ce préambule, mentionnons également le résultat suivant, que nous utiliserons de nombreuses fois dans
la suite :

Lemme 1 (Image linéaire réciproque d’un convexe). Soient d,m > 1 deuz entiers ainsi que f : R? — R™
une application linéaire. Alors, pour tout convere C de R™, f~1(C) est un convere de RY.

Démonstration. Soient z1, x5 € f~1(C) ainsi que A € [0,1]. Alors
FA =Nz +Az2) =1 =N f(z1) + Af(x2) €C

puisque f(x1), f(z2) € C, par convexité de C. O

Partie | : Projection et séparation

Projection

1. Ezistence. Par caractérisation séquentielle de I'infimum, il existe d’abord une suite (y,,) telle que

2 S 2
lz — ynl| ml'—;ggﬂw yllI” -

Comme cet infimum est réel positif (’ensemble C' est non vide et les ||x — y||2 sont toutes supérieures ou égales
a 0 pour y € C), la suite (|]x — y,||) est bornée (car convergente). L’'inégalité triangulaire (qui fournit ||y, | <
|z — yn || + ||z|| pour tout n) permet d’en déduire que (y,) est bornée.

D’aprés le théoréme de Bolzano—Weierstrass, il existe donc une suite extraite de la forme (y¢(n)) et un élément
y € C = C (puisque C est fermé) tels que Yon) —— Y puis, par continuité de la norme et propriété des suites
extraites,

o= gomll” o o=l et o= yoonl =i
n—oo n— oo

On a donc (par unicité de la limite) ||z — y||* =i ¢’est—a—dire que
VzeC o —y|* <o 2|
Unicité. Supposons qu’il existe y1,y2 € C tels que

2 _ . 2
e =l =i= [l -y,

en conservant la notation précédente. Alors, d’apres lidentité 2(||al|* +[|b]|*) = [|la + b]|> + |la — b]|* (valable pour
tous a,b € R?), nous obtenons

2 2 Y1+ Y2
2 (o =l + o = al?) = (2o - 23

2
2
) +llvs = il

2

€ C. On en déduit alors immeédiatement que y; = ya.

ce qui fournit encore

2 . Y1 + Yo
ly2 — vl :4<z—Hx—2

puisque (par convexité de C) #

Procédons enfin par double-implication pour démontrer que x = proj-(z) si et seulement si z € C.

(=) Comme proj-(x) € C par définition, le sens direct est immédiat.



(<) Siz e C alors (toujours avec la méme notation)
i<lz —z|* =0

et donc 0 = i = ||z — projo (z)||* puis = proj.(z).
2. Procédons de nouveau par double-implication, en notant plus simplement p := proj,(x).
(=) Supposons que y = p. Alors (par définition de la projection p de  sur C) y € C.
Soit par ailleurs z € C. L'identité |ja — b||* = [|a||* + ||b]|* — 2a - b (valable pour tous a,b € R%) montre que

2 2 2 2 2 2
[z —ylI" =l = z[I” = [lo = yll —(Hx—yH Fllz=yll" =2(z—y)- (Z—y)) =2(@-y)(z—y)-llz—yl".
(1)
Cette quantité étant négative ou nulle pour tout z € C, on en déduit (quitte a remplacer z par z/ =
tz+ (1 —t)y € C) que
vEEl01] 2(a—y)-(z—y)— ]z -yl <0

et ainsi, en divisant par ¢ €]0, 1] et en faisant tendre ¢ vers 0T,
(z—y)-(z—y) <O.

(<) Supposons réciproquement que y € C et que (z —y) - (2 — y) < 0 pour tout z € C.
Alors, d’aprés l'identité (1), on a directement

2 2 2
VzeC lz—yll" —llz—21"=—llz—yl" +2(@—y) - (z —y) <O.
La définition de la projection de x sur C' montre bien (rappelons que y € C par hypothése) que y = p.
3. Soient 1,7y € R%. D’aprés la question précédente et en posant p; = proj (1) et pa = projs(z2), on obtient
(1 —p1) - (p2 —p1) <O et (22 —p2)-(p1—p2) <O

puisque py et p; appartiennent & C'. En sommant ces inégalités, il vient donc (par bilinéarité du produit scalaire)

0= ((z1 —p1) — (22— p2)) - (P2 — p1) = [lp1 — p2l|® — (21 — 22) - (p1 — p2)

et donc (en revenant aux notations de I’énoncé)
(proje(w1) = proje(z2)) - (w1 — wa) > [|proje (21) — proje(x2)|”
L’inégalité de Cauchy—Schwarz implique encore que
Iprojc (1) — proje(ws)||* < (proje(w1) — proje (x2)) - (w1 — w2) < ||proje (z1) — proje(@s)|| 21 — s ;
de sorte qu’une simplification améne (en distinguant le cas trivial ot ||projs(21) — projo(x2)|| est nul)
[projc(z1) — projo(z2)|l < [lo1 — 22|

Cette derniére inégalité étant valable pour tous xy, 72 de R? Papplication projs est bien continue (et méme
1-lipschitzienne).
4. Notons z+ = max(0, x) la partie positive d'un réel z ainsi que sgn(z) € {—1,0,+1} son signe (défini comme nul
si x =0).
i) On a, pour tout = = (x1,--- ,x4) fixé de RY,
)+’ T (xd)+)'

En effet, par définition de C' = Ri, p := projs(x) appartient a C' et

projc () = (21

d
Vz= (21, ,2q) €C ($—p)'(2—p)=Z($i—(9ﬁi)+) (Zi_(xi)+) = Z x;z; < 0.

i=1 i€{1,---,d}: z;<0

ii) On a, pour tout  fixé de RY,
x

projc () = ————r—=-
max(1, [l)
1l suffit en effet de traiter le cas ot @ ¢ C et, dans ce cas et par définition de C' = {z € R?: ||z < 1},
p := projo(z) appartient & C (car ||p|| = ||z|| /||z]| = 1) et

1

VzeC (z—p)-(z—p)= w(llxll —(z-(z2-p) = ﬁ(llxll -z —|lzl)) <0,

selon l'inégalité de Cauchy—Schwarz (puisque |z - z| < [|z|| ||2]] < ||l=]])-



iii) Notons f(x) = x1 + -+ -+, pour tout = (21, ,74) € R? ainsi que e = d~1(1,---,1) € R% On a, pour
tout z fixé de R?,
v—(fr) = De s f(z) > 1,

x sinon.

-

11 suffit en effet de traiter le cas ot z ¢ C et, dans ce cas et par définition de C' = f~!(]—o0, 1]), p := proj(z)
appartient & C (car f(p) = f(x) — (f(z) —1)f(e) =1) et

1— f(z
Ve O (@p)-(-p)= (- f@)e (- p) = () 1) <0
iv) On a, pour tout = = (z1,--- ,z4) fixé de R?,
rojo(z) = T Ld

pProjei®) = max(|z1|,1)” " max(|zg|,1) /)"
1l suffit en effet de traiter le cas ot ¢ C et, dans ce cas et par définition de C' = [~1,1]¢, p := proj ()
appartient & C (car 7| = 1 pour tout i € {1,---,d}) et

Vel (x—p) (z—p)= > 0(z; — pi) + S (i —sgn(@))(z —sgn(x;) <0
ie{l,,d}: |z;|<1 i€{1l,,d}: |z4|>1

puisque, si ¢ € {1,--- ,d} est tel que +x; > 1, (z; — sgn(x;))(z —sgn(x;)) = (Jas| — 1)(Fz — 1) < 0.

Séparation
5. Tout d’abord, 0 ne peut appartenir & D — C' (faute de quoi il existerait (¢,d) € C' x D tel que 0 = d — ¢ et nous
aurions c =d € CN D).
Montrons ensuite que D — C' est convexe.
Soient x1,z9 € D — C ainsi que t € [0, 1]. Par définition, il existe (c1,d;) et (c2,d2) deux éléments de C' x D tels
que x1 = d; — ¢y et 9 = do — ¢y de sorte que

(1 — t).’L‘l + txy = ((1 — t)Cl + tCz) — ((1 — t)dl + tdg) eD-C

par convexité de C' et D.
Prouvons désormais que D — C' est fermé, a 'aide de la caractérisation séquentielle.

Soit (z,,) une suite d’éléments de D — C, qui converge dans R? vers un certain élément = et dont le terme
général peut s’écrire sous la forme xz,, = d,, — ¢, pour tout n (avec ¢, € C et d,, € D). Par compacité de C (et
'avertissement initial), il existe une suite extraite (cg(,)) et un élément ¢ € C tel que

Con) 507 C

n— oo

de sorte que, par propriété des suites extraites,
dg(n) = To(n) T Co(n) T T+ e=1d.

Comme D est fermé, on a de plusd € D et ainsiz =d—ce D —C.
Finalement, D — C' est bien fermé.

6. Considérons la projection de 0 sur le convexe fermé D — C. D’aprés la question 1, il existe (un unique) y € D —C
tel que
. 2
V:eD—-C (0-y)-(2-y) <0 ie (~y)-z<—|yl.

En posant p = —y € R% et £ = ||y||> > 0 (puisque 0 ¢ D — C et que y € D — C), on obtient bien
Vi, d)eCxD p-(c—d)<—e 1ie. p-c<p-d—e.
7. Montrons par double inclusion que C et C' := {a: €ER?:p-x<oclp) Vpe Rd} sont égaux.
(Cc ) Siz e C,ladéfinition de oc(p) en termes de supremum entraine
VpeR? p-z<oc(p)

et donc x € C".



(Cc'c )

Soit © ¢ C. Alors {x} est un convexe compact non vide tandis que C' est un convexe fermé non vide et
disjoint de {z}.
La question précédente fournit alors p € R? et £ > 0 tels que

VyeC p-x<p-y—c¢

et donc (—p) - & — e > oc(—p) par définition du supremum. En particulier, avec p’ = —p, p’ - & > o¢(p’) et
donc z ¢ C'.

8. Raisonnons en plusieurs étapes.

Etape 1

Supposons tout d’abord que x € Rd\z. Alors, en notant que A reste convexe (puisque si z,y € Aet t € [0,1]
(Yn)nen € AN de limites « et y et ainsi (1 —t)z +ty = lim ((1 —t)z, +
n—oo

alors il existe deux suites (), ¢y »

ty,) € A), la question 6 montre qu’il existe p € R? et € > 0 tels que
VyeA pax<p-y—c¢

(comme {2} est un convexe compact et A un convexe fermé disjoint de {z}). Comme e # 0, on a en fait
p € RA\{0} et, puisque A C A,

VyeA p-xz<p-y.
Notons également que, quitte & remplacer p par p/||p|, on peut supposer que p appartient a la sphére
euclidienne unité S de R, partie compacte de R

Dans la suite, on supposera que A n’est pas fermé (la preuve est compléte sinon).

FEtape 2

Etape 3

Montrons ensuite le résultat pour x € R4\ A si A # @. Débutons par le

Lemme 2. Soit x € A et y € A. Alors [, y[C A.
Démonstration. Soit z € [z,y[. Notons t € [0,1] tel que z = (1 — t)z + ty ainsi que r > 0 tel que la boule
ouverte B, (z,r) soit incluse dans A.
Soit maintenant ¢ > 0 & fixer ultérieurement. Puisque y € A, on a d’abord y € A + B,(0,¢) et ainsi, par
convexité de B,(0,¢€),

1+t
By(z,6) = (1 = t)z +ty + Bo(0,¢) C (1 —t)x +t(A+ B,(0,¢€)) + B,(0,¢) C (1 —1¢)B, (x, 1—t6> +tACA

1+1¢ .
pourvu que ﬁe < r et par convexité de A. La preuve est compléte. [J

On en déduit aussi le

Lemme 3. Si A #* O, A C A.

Démonstration. Fixons z € A ainsi que y € A. Pour t € [0, 1], définissons x; € R? tel que y = (1 — )z +ta.
ylit: m y € j, il existe t > 0 tel que z; € A et donc y € [z, ,[C A selon le lemme 1. [
Notons alors que RY\ 4 est dense dans R4\ A. Soit en effet z € R¥\ A. On a aussi # ¢ A donc z ¢ A (d’apres
le lemme 2) de sorte que, pour tout € > 0, la boule B,(z,€) n’est pas incluse dans A c’est—a—dire que
Bo(z,€) N (RN\A) # .

On peut alors conclure par compacité de la sphére S. La densité précédente montre qu’il existe une suite

Comme z; =

(7,,) d’éléments de R%\ A ainsi que, d’aprés la premiére étape, une suite (p,,) d’éléments de S telles que
Vn YyeA p,-x<py-y.

La compacité de S fournit par ailleurs une extractrice ¢ et un élément p € S tel que pg,,) —— p et donc
n—oo

par passage a la limite dans les inégalités larges précédentes
PSPy
pour tout y € A fixé.

Montrons finalement que ’on peut se ramener a la situation ou A #+ .

Tout d’abord, quitte & considérer le convexe A —a avec a un élément fixé de A, on peut supposer que 0 € A
(la condition p - < p-y pour tout y € A est équivalente a p- (x —a) < p- (y — a) pour tout y € A).

Lemme 4. Supposons que 0 € A. Alors l’espace euclidien E = Vect(A) est de dimension non
nulle et, dans ’espace vectoriel normé E, A # @.

Démonstration. Puisque E # {0} (car A, non fermé, n’est pas réduit a {0}), on a d’abord d := dim(E) > 1.
De plus, le théoréme de la base incompléte appliqué a la famille génératrice A fournit une base de E de la
forme A = (a1, -+ ,aq) avec a; € A pour i =1,--- ,d.



0+ai+-+ag
d+1

1
B, |z,——— A.
4 (”3 d(d+1)> “
En effet, siy € B, <x

Posons x = . Par convexité de A, on a x € A et, pour la norme infinie associée a la base

1 d
d(d+1)’d(d+1){

tel que

———— | alors il existe (z;) d<|—
'S 11 eX1S i i
) I(l ]) 1<i<

1 1 1
= 70 — . [
Y 1 +(d+1—|—z1>a1+ <d+1+Zd>

1(++)0+1+ ++1+ €A
i1 = Zd i ta)m g1 T7a)aa

S SRS SRS B S 1
d+1 20t Y4d+y T sz
ie{l,--,d}et

puisque > 0 pour tout

1 1 1
B — e [ —— = 1.
(d+1 (z1+ +Zd))+(d+1+21>+ +(d+1+zd)

La preuve est compléte. [
Considérons enfin le sous-espace £ de R? du lemme précédent. D’aprés I'étape 2 (immédiatement adaptée
au cas de l'espace euclidien E de dimension non nulle), il existe p € E\{0} tel que

Vye A p-x<p-y,

ce qui conclut (car p € RY).

Partie Il : Points extrémaux
Cas particuliers
9. (a) Procédons par récurrence sur 1.
Le résultat est immédiat si I = 1. De plus, si le résultat est supposé vrai & un certain rang I, que
I+1

1, ,xr41 € Aet que (Mg, ,Ar41) € Rfrl vérifie Z)‘i =1 alors
i=1
I+1
— Z)\Zl‘l =Tr41 € Asi )\I—i-l =1,

i=1
— sinon alors, avec A :=1— Aj11 > 0,

I+1 I )\
Z)\ZIZ =A <Z K ) A)I’]+1 S A

puisque, d’aprés ’hypothése de récurrence,
i -
— A"

1
comme les 4t (1 < i < I) sont positifs et de somme égale a Z XZ = =1

La preuve est compléte.
(b) On peut procéder par récurrence sur le cardinal de E = {i € {1,--- ,I} : \; > 0}.
Le résultat est évident si #(EF) = 1 (car alors = x; avec ¢ 'unique élément de E). Supposons maintenant
le résultat vrai lorsque #(F) = n et montrons—le lorsque #(E) = n + 1 pour un certain n € N* fixé.
Pour ig € Eet A=1— )\, >0, on a alors (puisque \;, # 1 comme #(E) # 1)

Ai
r=01-MNz;, +A | Z A
i€E\{io}

\s
Puisque (d’aprés (a)) Z Xlxl € A, 'hypothése d’extrémalité de = fournit alors
i€ E\{io}

Aq
Ty, = et Z Xa:i:sc,
icE\{io}



comme A < 1 (car0 \;, # 0). L’hypothése de récurrence montre alors que x; = x pour tout i € E\{ip}; on
a donc bien démontré x; = z pour tout ¢ € E.
Le principe de récurrence conclut.

10. Montrons d’abord que co(E) est un convexe contenant E. Soient z,y € co(E) ainsi que ¢ € [0, 1]. Par définition,

11.

il existe deux familles (z;)1<i<r et (yj)1<j<s d’éléments de E ainsi que deux familles (\;)1<i<r et (p;)1<i<s de

I J
réels positifs tels que Y A\; =1 et > p; =1 vérifiant
i=1 j=1

I J
17:2/\11’1' et y:Zijj-
i=1 j=1

On a alors
I+J

(1-thx+ty= Z Vi 2k
k=1
avec, pour tout k € {1,--- , I+ J},

(1=t sik<I, Tk sik <1,
tig—1 sik>1, Ye—1 Sik>1.

Comme les z, appartiennent a E et que les vy, appartiennent & Ry, on a bien (1 — ¢)z + ty € co(FE) puisque de

plus
I+J I J

D=1 -t)> Ni+ty pi=1L
k=1 i=1 j=1

1

Puisque tout élément x de E s’écrit sous la forme = = > 1z, on a par ailleurs bien E C co(E).
i=1

Montrons maintenant que co(E) est le plus petit convexe contenant E.

Soit A une partie convexe contenant E. Alors, d’apreés la question 9.(a),
I I
vI € N* V(Ii)1<i<1 S EI V()\i)lgigj (S Rﬁ_ Z)\i =1= Z)\zxz €A
i=1 i=1

de sorte que (par définition de I’enveloppe convexe) co(E) C A.

Comme co(F) est une partie convexe contenant F, il s’agit bien de la plus petite partie vérifiant cette propriété.

Enfin, vérifions que Ext (co(E)) C E. Soit « un point extrémal du convexe A := co(FE). Par définition, il existe
I

une famille (z;)1<i<s d’éléments de E ainsi qu’une famille (\;)1<i<s de réels positifs tels que > A; = 1 vérifiant
i=1

I
i=1

I
Comme il existe ¢ € {1,---,I} tel que \; > 0 (puisque > A; # 0), la question 9.(b) montre qu’il existe
i=1
ie{l,---, I} telquex=x; € E.

Montrons d’abord que z := (1 + cos(f),sin(6),0) € Ext(A) pour tout § € R\#Z fixé.

Soient donc A €]0,1[ et y = (v/,y3), 2 = (2, 23) € A (avec v/, 2" € R?) tels que z = (1 — \)y + Az.

Projetant sur les deux premiéres coordonnées et puisque (0,0) = (1 + cos(n),sin(w)), on voit que y',z" €
co ({(1 4 cos(#),sin(f)) : 0 € [0,27]}) = co ({1 + €% : 0 € [0,27]}), en identifiant aussi R? a C. Puisque le disque
fermé Dy (1,1) est une partie convexe contenant l'ensemble des 1+ €?,6 € [0,2n], on a ', 2" € Dy(1,1) et il
existe r1, 7o € [0, 1] ainsi que 61,05 € [0, 27] tels que

v =14re et 2/ =14 ree?.

Puisque 14 €? = (1 —\)y’' + A2, on a également e’/ = (1 — \)r1e?" + A\roe?® et donc, par inégalité triangulaire,
1< =XNri+Ar2 <(1—=X)+ =1 puis (comme \,1 —A>0)r; =ry=1.
On obtient ainsi e = (1 — \)e?t + Xe?2 donc

1= (1=X)e =D £ 2?0270 puis 1= (1—A)cos(fy —0) + Acos(6 — 6)

et, de méme que précédemment, cos(fy — 0) = 1 = cos(fy — 0). Ainsi §; = 6 = 05[27] et donc y = (1 +
cos(0),sin(0),ys) et z = (1 + cos(0), sin(0), z3).



12.

Pour conclure, montrons que, pour t3 € [—1,1], t := (1 4 cos(f), sin(0), t3) appartient & A seulement si ¢35 = 0.
Puisque t € A et que co{(1 + cos(6),sin(d),0) : 0 € [0,27]} C {(1+ rcos(¢),rsin(¢),0) : r € [0,1], ¢ € [0, 27|}
(par convexité de cette derniére partie, égale au disque unité de centre (1,0, 0) du plan R? x {0}), Iassociativité
du barycentre montre qu’il existe «, 3,7 € Ry tels que « + 8+~ = 1 ainsi que r € [0, 1] et ¢ € [0, 27] tels que

t = a(l + rcos(¢), rsin(¢),0) + £(0,0,1) + (0,0, —1). (2)
En projetant sur les deux premiéres coordonnées, on a encore
14+ ¢ = a(l +re'). (3)
puis, puisque r € [0, 1],

1= ’—ew’ = ‘1 —a+are@t <1 - al + ‘arei(¢+”)

<(l-a)+a=1.
=ar

En notant que o # 0 (puisque 1 + ¢ # 0), on déduit que r = 1 et, d’aprés le cas d’égalité dans I'inégalité
triangulaire et dans le cas ot a # 1, e**™) € R, i.e. ¢ = 7[27], contradiction avec 14 ¢ # 0 d’aprés (3). On
a donc nécessairement o = 1 et ainsi ¢35 = 0 d’aprés (2).

L’application du fait ainsi démontré & y et z montre alors que y = x = z; x est bien un point extrémal de A.

1 1
11 suffit enfin de noter que Ogs = 5(0, 0,1) + 5(0,0, —1) n’est pas un point extrémal de A pour conclure que

Ext(A) n’est pas fermé (car (1 + cos(#),sin(d),0) P Og3).
-

Remarque. D’aprés la question précédente, on a également Ext(A) C E puis Ext(A) = E\{Ors} d’aprés ce qui
précéde. On retrouve le fait que Ext(A) n’est pas fermé.

k
Tout d’abord, A = ﬂ {x eRY:p;-x < bi} est convexe et fermé en tant qu’intersection de tels ensembles (images
i=1
réciproques du convexe fermé | — oo, b;] par l'application R? — R | # — p; - = linéaire donc continue, puisque

R? est de dimension finie). Montrons ensuite I’équivalence (pour z € A)

x € Ext(A) < rang ({p; : i € I(2)}) = d.

(<) Soit = ¢ Ext(A). Il existe alors A €]0,1[ et y, 2z € A tels que y # z et . = (1 — Ny + Az.
Pour i € I(z), on obtient alors
bi=pi-x=0—-Npi-y+Ap;i-z

donc, puisque p; -y < b; et p; -z < b; (car y,z € A),
(I=XNpi-y=(1—=XN)b; et Ap;-z=Ab; donc p;-y=b,=p;-z.

En particulier, on a z —y ¢ Vect ({b; : i € I(x)}) (sinon (z —y) - (¢ — y) serait nul, comme les p; - (z — y))
et, puisque z — y est non nul,

rang ({p; : 7 € I(x)}) = dim (Vect ({p; : i € I(x)})) # d.

(=) Supposons que rang ({p; : i € I(x)}) # d de sorte qu'il existe h € R¥\ {0} tel que p;-h = 0 pour tout i € I(x)
(le sous-espace vectoriel de R? engendré par les p;, i € I(x) est inclus dans un hyperplan de R?). Alors, il

existe t > 0 tel que, pour tout i € {1,--- ,k}\I(x), t|p; - h| < b; — p; - « (il suffit par exemple de prendre
le minimum des réels ¢; > 0 tels que t; |p; - h| < b; — p; - x, réels dont Vexistence est garantie par 'inégalité
bi —Dpi-T > 0)

On a alors = +th € A puisque
VieI(x) pi-(xxth)=p,-xttlp;-h)=p;i-z=0b;

et, par choix de t,
Vie{l, - ,k}\I(z) p;i-(xxth)=p;,-x+t(p;-h) <b;.
1 1
Ainsi © = i(x +th) + 5(33 — th) n’est pas extrémal (puisque x + th # x — th).

On en déduit maintenant que Ext(A) est un ensemble fini de cardinal inférieur ou égal a 2%. Soit 2 € Ext(A).

D’aprés I’équivalence précédente, il existe une partie I = I(z) de {1,--- ,k} telle que (p;);cs est une base de RY
et (par définition de I(x)) p; - * = b; pour tout i € I.
Veérifions alors que l'application Ext(A) — P({1,--- ,k}) | # — I(z) est injective.



Soient =,y € Ext(A) tels que I(x) et I(y) sont égaux a une certaine partie I. La famille (p;);er est alors une
base de R? et
Viel pi-x=0b=p;y,

de sorte que x — y est orthogonal & Vect ((p;)icr) = R et donc nul.

L’ensemble Ext(A) est bien de cardinal inférieur a 2% = # (P({1,--- , k})).
Remarque. Comme l'application précédente est méme & valeurs dans I’ensemble des parties & d éléments de

k
{1, -+ ,k}, on a également # (Ext(A4)) < <d>
Cas d’un convexe fermé borné

13. Par continuité de I'application linéaire y — p -y sur I'espace de dimension finie R? et donc sur le compact K, le
théoréme des bornes atteintes fournit x € K tel que

Vye K p-z<p-y.

Ainsi K, est non vide (il contient z).
On a par ailleurs
K,=Kn ﬂ {xeRd:p-xgp-y}
yeK
et donc, comme a la question 12, K, est une partie convexe et fermée (intersection d’images réciproques par une
application linéaire continue de convexes fermés).
Montrons finalement I'inclusion Ext(X,) C Ext(K).

Soit = un élément de R? n’appartenant pas a Ext(K). Il existe donc A €]0, 1[ et 1 # zo appartenant & K tels
que z = (1 — N)z1 + Aza.

Si x n’appartient pas & K, on a d’abord évidemment = ¢ Ext(K,).

Si maintenant x appartient a K, alors

VWeK (1-MNp-ai+Ap-za=pa<py
et donc, en choisissant y sous la forme (1 — A)z; + Az € K (avec z € K), on obtient
VzeK p-aa<p-z
puisque A > 0. De méme, en choisissant y sous la forme (1 — X\)z + Axy € K (avec z € K), on obtient
Vze K p-x1<p-z,

ce qui montre que z1,22 € K. Comme z = (1 — X)zy + Azy avec A €]0, 1], on a donc bien montré que (dans
tous les cas) = ¢ Ext(K),).

14. Procédons plutot par récurrence sur d € N pour montrer 1’énoncé suivant :

« dans tout espace euclidien E de dimension d, on a Ext(K) # @ si K est un convexe compact non
vide de E ».

— Le résultat est immédiat si d = 0 (tout convexe compact K non vide d’un espace de dimension 0 est de la
forme {0} et 0, seul point de E = K est évidemment extrémal).

— Supposons désormais le résultat acquis & un rang d — 1 pour un certain d € N* et montrons—le au rang d.
Soit K un convexe compact non vide d’un espace euclidien E de dimension d.
11 suffit, d’apres la question précédente (immédiatement adaptée au cas d’un espace euclidien de dimension
d), de montrer que Ext(/,) est non vide pour un certain p # 0 fixé de E.
Pour zy un élément fixé de K, (qui existe d’aprés la question précédente), observons que K, C xo + pt
(pour = € K, on a en effet p - o :géig(p-y) =p-z et doncp- (x—xp) =0).

La partie K, — xo est alors convexe (évident d’aprés le début de la question 5), compact (car K, est une
partie fermée du compact K) et non vide (il contient 0 = zy — ). Puisque p* est un espace euclidien de
dimension d — 1, ’hypothése de récurrence montre que Ext(K, — x¢) est non vide et donc Ext(K,) # @
(car si y est un point extrémal de K, — zo, une contraposée montre immédiatement que y+ o est un point
extrémal de K,).

15. On remarque d’abord que, puisque Ext(K) C K, le plus petit convexe contenant Ext(K) est inclus dans K et
donc, selon la question 10, co(Ext(K)) C K.
Procédons ensuite par récurrence pour démontrer 1’énoncé suivant :

« dans tout espace euclidien E de dimension d, on a K C co(Ext(K)) si K est un convexe compact
non vide de E ».



— Le résultat est immédiat si d = 0 (le seul compact convexe non vide de {0} est K = {0}, évidemment égal
a l'enveloppe convexe de {0} = Ext(K)).

— Supposons le résultat acquis & un certain rang d — 1 pour un certain d € N* et montrons—le au rang d. Soit
donc K un convexe compact d’intérieur non vide d’un espace euclidien E de dimension d.
Tout d’abord, quitte & considérer xy € K et le compact convexe non vide K — g, on peut toujours supposer
que 0 € K (car 'ensemble des points extrémaux de K — x¢ est inclus dans Ext(K) — xg). Dans ce cas,
on peut également supposer que Vect(K) = E (puisque sinon Vect(K) donc K seraient inclus dans un
hyperplan de E et 'hypothése de récurrence s’appliquerait).

D’aprés le lemme 4 précédent, K est alors non vide et, d’apres le lemme 2 précédent, K D K (pour z € K ,
tout élément y de K appartient a 'adhérence de [z, y[C K).

Soit maintenant € K. Montrons pour le moment que z € co (Ext(K)) si z € 0K.

Sous cette hypothése, on a x ¢ K et la question 8 fournit p € R4\ {0} tel que
VyeK p-ax<py

et donc, par densité de K dans K et continuité de Papplication linéaire E - R | y — p - y,
Vye K p-z<p-y.

On a donc z € K,,. Puisque (comme & la question précédente) K, — x est un convexe compact inclus dans
p*, Phypothése de récurrence montre que z € co (Ext(K,)) C co (Ext(K)) puisque Ext(K,) C Ext(K)
(question 13).

Montrons maintenant que x € co (Ext(K)) dans le cas général.

Pour x; un élément fixé de Ext(K) (dont existence est garantie par la question 13) supposé de plus distinct
de z (il n’y a rien & démontrer sinon), considérons l'intersection de la demi-droite [z1,z) avec K. Fait :
cette intersection contient un point z5 € K tel que x € [z1, 23]
En effet, considérons

a=sup{teR;: (1—-t)zy +tx € K}.

lly==a |l
lz—z1 7

Il s’agit d’un réel supérieur ou égal a 1 (I’ensemble contient 1 et est majoré par sup quantité définie
yeK

par compacité de K). Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe de plus une suite de
terme général ¢, (n € N) convergeant vers « telle que (1 —¢,)z1 + t,o € K et donc

9= (1 —a)r; +ax = lim ((1—t,)2r; +t,7) € K = K.
n— oo
Comme « > 1, on a ensuite
r=(1-a Yz +a oy € [11,29].

De plus, si 25 € K, alors il existerait e > 0 tel que (la boule fermée) By(xa,€) C K et donc avec o =

o+ B > o, nous aurions la contradiction
|z — 1]

r — I

—0 € K.
[l — a1

(1—-a)zy +d'r=mz3+¢

On a donc bien z9 € 0K, ce qui conlut la preuve du fait énoncé ci—dessus.
Finalement, d’aprés le premier cas, x1, 2 € co(Ext(K)) et donc, par convexité de co(Ext(K)),
x € [r1, 2] C co(Ext(K)).
La preuve est compléte.

Remarques.

e On a en fait Ext(K) C 0K (démonstration laissée a titre d’exercice), ce qui permet de mieux comprendre
le role géométrique des points x1 et xo ci—dessus.

e Le résultat démontré ici est connu comme le théoréme de Krein-Milmann-Minkowski.

Partie lll. Un résultat de dualité

Cones convexes



16.

17.

18.

Comme aux questions 12 et 13, BT et ETT sont d’abord des convexes fermés (intersections d’images réciproques
de fermés convexes par des applications linéaires continues).

De plus, sip € ET,£ € ETT et A € R, alors
VeeE p-xz>0 donc (Ap)-xz=Ap-z)=0

et
Vge E*Y €.¢>0 donc (X)-q=A(E-q)>0.

Ainsi, \E* C E* et AETT C E*T pour tout A € R ; ET et ET" sont donc bien des cones convexes fermés.
Enfin, si z € E alors (par définition de ET)

VpeET z-p=p-2>0

et donc z € EtT. On a bien montré £ C E+t™.

Procédons de nouveau par double-implication.

(=) Si E = ET" alors E est immédiatement un cone convexe fermé d’aprés la question précédente (puisque
E*T en est un).

(<) Supposons que F est un cone convexe fermé.
D’aprés la question précédente, il suffit de montrer que £+t C E. Par I’absurde, supposons qu’il existe
x € ETT\E.
Alors, d’aprés la question 6 (appliquée au compact convexe non-vide {z} et au convexe fermé non-vide E),
il existe p € R? et £ > 0 tel que

Vye E p-x<p-y—e. (4)

Comme 0 € E (car 0OF C FE par hypothése), on obtient en particulier p -z < —¢ < 0 et done, puisque
reETT p¢ ET.
Par définition, il existe alors ' € E tel que p-a’ < 0 et donc, d’aprés (4) (et puisque AE C E pour tout

)‘GR-F)a
VAER, p-z<Ap-2)—¢

contradiction lorsque A tend vers +o0o (puisque p - 2’ < 0). La preuve est compléte.

Remarque. On pouvait également utiliser la question 7 pour montrer directement que £ = (ET)T. En effet,
le fermé convexe —E est aussi l'intersection, pour p € R?, des ensembles des = € R? tels que p-z < 0_g(p),
quantité valant en fait 0 sip € ET ou +oosip ¢ ET.

Il est tout d’abord aisé de vérifier que F' est un cone convexe.
k
Appelons ensuite cone a faces d’un espace euclidien E tout ensemble de la forme F' = {Z A&t A, A, € ]R+}
i=1

pour certains k € N, &,--- ,&, € EL.
Montrons que tout céne a faces est fermé par récurrence sur la dimension d de E.

— Le résultat est immédiatement vrai si d = 0 puisque I'unique possibilité a traiter est le cas F' = {0} = E.

— Soit maintenant d > 1 tel que le résultat est vrai au rang d—1 ; montrons le résultat au rang d. Soit donc F un
k
espace euclidien de dimension d ainsi que F' un cone a faces de E, de la forme F' = {Z A&t A1, A € Ry }
i=1

pour certains k € N*, &;,--- & € E (F est trivialement fermé dans le cas k = 0).

Supposons par 'absurde qu’il existe z € F\F. La question 8, appliquée au convexe non vide F (on a 0 € F)
et immeédiatement adaptée au cas d’un espace euclidien, fournit p € E\{0} tel que

VyeF p-xz<p-y

soit encore
VAL, M €ERY pra<hp-& 4+ Aep - &k

On en déduit en particulier (en prenant tous les A; nuls) p- 2 < 0 et (en prenant tous les A; nuls sauf un)
Vie{l,.-- .k} YN ERL N'(poa)<p &
d’ou, par passage a la limite lorsque A; tend vers 400, 0 < p- & pour i = 1,--- , k puis immédiatement

Vye F' p-y=>=0.

1. En convenant que F' = {0} si k = 0.
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On en déduit encore, par continuité de 'application linéaire £ — R | y — p-y et comme 2 € F, p-2 >0

et donc .

Notons encore que, par positivité des p - &;,

pLﬁF: Z A& =0 Vip,

i p-&§;=0

et que z € ptNF = p+ N F (puisque p est fermé, comme noyau de Papplication linéaire E — R | y — p-y).
L’hypothése de récurrence appliquée a l'espace euclidien pt et au cone a faces p~ N F entraine alors
x € pt N F C F, absurde par construction de 2. La preuve par récurrence est compléte.

Tout cone a faces d’un espace euclidien est donc fermé, ainsi que ’ensemble F' de 1’énoncé.

Remarque. Sans utiliser les questions précédentes, on pouvait également démontrer que (’ensemble de I’énoncé)
F est fermé par récurrence sur k, en supposant d’abord que & n’est combinaison linéaire & coefficients positifs
des 517 e 75]6—1-

Montrons finalement I’équivalence de ’énoncé.

Notons d’abord que, pour & € R? fixé,
VeeRY & -2>20=¢-2>0
signifie exactement (comme F est Pensemble des combinaisons linéaires a coefficients positifs des &;) que
VeeRY (VpeF p-x20)=¢&-2>0

soit encore que £ - x > 0 pour tout z € F* ou finalement que £ € F*+. L’équivalence demandée découle donc
immédiatement de la question précédente (on a F' = F*+ puisque F est un cone convexe fermé).

Programmation linéaire

19.

20.

Notons d’abord que, méme avec les conventions de I’énoncé, « et S ne sont pas clairement définis.

En effet, les ensembles A := {p-m:x eRYz>0,Mz < b} et B := {b g:qeRF ¢<0,MTq< p} peuvent a
priori ne pas étre minoré et majoré respectivement (pour Asi M =0,b>0et p 20; pour Bsi M =0,p >0
et b 2 0). Convenons dans ces cas que « = —oo ou 8 = +o0.

Montrons que tout élément de A est supérieur & tout élément de B. Soit z € R? tel que = > 0 et Mz < b ainsi

que g € R* tel que ¢ < 0 et MTq < p. Alors, au vu de expression explicite du produit scalaire canonique de R¢
et en identifiant M; 1 (R) avec R,

pra>(MTq) -z =(MTq) =g Mz =q-(Mz)>q-b

puisque x > 0 et ¢ < 0. L’affirmation précédente est donc démontrée.
Ainsi o = inf(A) € RU{—00, 400} est supérieur a tout (éventuel) élément de B par passage a 'infimum (méme
dans le cas o A est vide ou non minorée) puis, par passage a la borne supérieure,

B =sup(B) < o,

méme dans les cas ot B = & ou n’est pas majorée.
(a) Soit donc z € R? tel que z; > 0 pour tout j € J et M, - 2 < 0 pour tout i € I.
Montrons qu’il existe € > 0 tel que T+ ez > 0 et M (T +¢z) < b.
D’une part, on a d’abord T; 4+ ¢z; = €z; > 0 pour tout j € J si ¢ > 0. De plus, si j € {1,---,d}\J est fixé
alors

Tj+ez; ——7T; >0
e—0t

donc il existe €; > 0 tel que T; + ez; > 0 pour tout € €0, ¢;].
D’autre part, M; - (T+ez) = M; - T+eM; -z < M;-T < b; pour tout ¢ € I pour tout € > 0, puisque MT < b.
Pour i € {1,---,d}\I fixé, on a également

Mi-(f+5z)—>Mx<b

e—0

et donc il existe €; > 0 tel que M; - (T + £z) < b; pour tout € €]0,¢;].
En conclusion, le réel ¢ := min (mi}l &, migl Ej) > 0 vérifie bien T+ez > 0 et M(T +¢z) <b.
1€ J€

Par définition de «, on a donc
p-(THez)Zza=pT

puis, aprés simplification, p -z > 0.
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(b) Notons d’abord que, puisque MZ < b et par définition de I,

. )a <0, q <0,
vgerF {1 L (5)
qg-(Mz—-b) =0, Yi¢lI g, =0.
De méme, puisque T > 0 et par définition de J,
MTq <p M*q <p,
Vg € RF e (T » 6
{(p—MTQ)'x =0, vigJ p; =(M"g),, )

en notant généralement yj, la k-iéme coordonnée d’un vecteur y € R.
Considérons maintenant le cone a faces de R? défini par

F = Z)\i(—Mi) + Zujej : (/\i) € Ri et (Mj) € RJJF
icl jeJs

en notant e; le j-ieme vecteur de la base canonique de R?. La question précédente montre que p € F++
(puisque p - 2z > 0 pour tout z € R? tel que z - e; > 0 pour tout j € J et z - (—M;) > 0 pour tout i € I).
D’aprés la question 18, on a p € F'; il existe donc ();) € RL et (u;) € RY tels que

p= Z(—AZ‘)MZ‘ + Zﬂj@j.
i€l jedJ

Posons alors § € R% tel que g, = —\;sii € T et g, =0sii ¢ {1,---,d}\I. Le systéme (5) est immédiatement
vérifié. De plus, par définition de p et puisque M; est égale au i—éme vecteur colonne de M7,

Pz Z(*M)Mz‘ =M"g
iel
tandis que, pour j € {1, - ,d}\J,
_ . . _ T
p; = <Z(_/\1)Mz> = (M Q)j-
el j

Le systéme (6) est donc également vérifié et § convient.

(¢) D’apres la question précédente et une identification déja effectuée, on a d’une part
b-g=(Mz) q=Mz)"g=2"M"g=2-(M")) =2 -p=a
et d’autre part, comme g < 0 et M7g < b,
b-g<p

(car b-g € B). Comme par ailleurs a > 3 (quesion 19), on a bien démontré
a=b-g=0.
Partie IV : Systémes linéaires sous—déterminés

21. Soit z € R%. On a, pour tout y € R? tel que |y <1,

ry <Y lawd <3 leil Iyl < il -

d d
i=1 =1

K2

Par ailleurs, en considérant la fonction signe déja définie précédemment, le vecteur y = (sgn(z;)), <icaq Verifie

bien |ly||,, <1 et
d

Ty = sz x sgn(x;) = ||z, -
=1

On a donc bien

lz]l, = max {zy:y € R’ lyll, <1}.
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22.

23.

On a également, pour tout y € R tel que |y, < 1,

d d
roy <3 feal <3 el bl < ol -
i=1 i=1

Soit également iy € {1,---,d} tel que ||z = |x;| ainsi que y € R? de coordonnées données par y; =
1i—i sgn(z;,). Alors |ly||; = [sgn(x;, )| < 1 et
Ty =i, X sgn(@i,) = [i,] = [ -

On a donc bien

Izl = max {z-y:y € R yll, <1}.

Montrons que C' est non vide.

Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure (puisque r est associé & un ensemble non vide et minoré,
car rang(M) = k), il existe d’abord (zy),,cy une suite de R? telle que

VneN Mz,=0b et |z, ——
n—o0

Comme (||z,,||;) est convergente, cette suite est également majorée et donc (x,) est bornée. Il existe une extrac-
trice ¢ telle que (m¢(n)) converge vers un certain « € R? vérifiant de plus

o lly —= el et Mg —— Mz

n— oo

par continuité de la norme et de l'application linéaire M. Par unicité de la limite, il existe donc un élément
z € R? tel que ||z||, = r et Mz = b; l'ensemble C est donc non vide.

L’ensemble C' est par ailleurs immédiatement borné (pour la norme ||-[|;) et fermé (en tant qu’intersection des
images réciproques de {b} par 'application linéaire continue M et de {r} par I'application continue |-||).
Soient par ailleurs x1, x5 € C ainsi que A € [0, 1]. Alors, par inégalité triangulaire et homogénéité,

1A= Nzy + Azafly < (1= A) [Jzafly + Azl =7
Or, puisque M ((1 — AN)x1 + Aze) = (1 — A)Mzx; + AMxo = b, la définition de r implique que
(1= Na1 + Azafly =7

de sorte que l'on a bien montré que (1 — A)x1 + Azg € C. L'ensemble C' est donc convexe.

Notons d’abord que r > 0 (puisque T # 0 comme MZ = b # 0). Posons maintenant, pour p € [0,r[ fixé,
A, =Ker(M) — B¢(0, p), la boule étant (ici et dans la suite) relative a la norme ||-|,.

La question 5 nous apprend d’abord que A, est convexe. Par ailleurs, = € Rd\Ap. En effet, si 7 appartenait a
A, il existerait h € Ker(M) tel que z :=Z — h € Bf(0, p) (par homogénéité de la norme) et nous aurions alors

Mxz=Mz=>b et |z, <r,
absurde par définition de r. La question 8 fournit donc (quitte a renormaliser) p, € R? tel que [|p,||, =1 et
Vye A, pp-T<pp-y
donc, en particulier, pour tout h € Ker(M),
VAER p, T <A(p,-h).

Faisant tendre A vers £oo, on obtient alors 0 < =(p, - h) puis, ceci étant valable pour tout h € Ker(M),

pp € Ker(M)+.

Posons maintenant p,, = r — % ainsi que p, = p,, pour n > 1. La compacité de la spére unité associée a la norme

[|-|| ., montre qu’il existe une suite extraite (p¢(n)) et un élément p € R? tels que ||p||, =1 et Pp(n) — P ainsi
n—oo

que, par fermeture de Ker(M )+ (intersection des noyaux des y ++ h-y lorsque h parcourt Ker(M)), p € Ker(M)=.
Comme par ailleurs
Vn Yy € Bp(0,ppn)) Po(n) " T < Po(n) * Y

un passage & la limite lorsque n tend vers I'infini (puisque tout élément y de B,(0,r) appartient a Bf(0, pg(n))
pour n assez grand et en fixant un tel y) montre que

Vy € Bo(0,7) p-T<p-y,
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24.

25.

26.

puis, par densité de B,(0,) dans B¢ (0, r),
Vy € By(0,r) p-T<p-y.

Posons finalement ¢ = —p € Ker(M)+\{0}. Quitte a factoriser par r > 0, la question 21 montre alors que

— . <qg-x.
7 {lqll o Tze%lf’?é,l)(q 2)<q-T

Comme ||Z||; = r, la condition précédente s’écrit encore sous la forme

d d
7| < T
;anoo‘ 1|\; di 17
<llall oo 12
et ceci impose bien ¢;7; = ||¢||, |Z;| pour tout ¢ € {1,--- ,d}.

Tout d’abord, K est non vide puisque 1’élément T de la question précédente appartient directement a K :
Mz =0, Viely(z) 7,=0 et Vie{l,---,d} ¢T; = |ql |Ti| > 0.

Soit ensuite y € K. Pour montrer que y € C (et puisque My = b), il suffit de montrer que ||y||; = .
Par définition de y € K, on a d’abord

_ _ ayi 1
lyll, = Z lyil = Z W—WCI'ZJ
i€l (T)UI_(T) i€l (T)UI_(T) o0 o0
puisque (d’aprés la question 23) ¢; = £||¢||, pour tout i € {1,--- ,d}\Io(Z). Comme My = b = MT, on a par
ailleurs y — = € Ker(M) et donc, par définition de ¢, ¢- (y — =) = 0 et donc

lyl, = ——q - = |z
y — q - = |l = 7.
Yl !

La preuve de l'inclusion K C C' est compléte.

Raisonnons par contraposée en supposant qu'il existe h € Ker(M)\{0} tel que Ip(y) C Ip(h), et en montrant
que y n’est pas un point extrémal de K.
Pour ¢ > 0 a fixer ultérieurement, nous avons d’abord

M(y+eh)=My=»>
ainsi que, puisque Io(Z) C Ip(y) C Io(h),
Vi € Io(f) y; +eh; =0.

Soit enfin ¢ € {1,---,d}. Si g;y; > 0 et puisque ¢;(y; + €h;) —7 G alors il existe €; > 0 tel que
E—>

Ve G]O,Ei] qi(yi + Ehi) > 0.

De plus, si ¢;y; = 0 alors, puisque ¢; = £ ||q||, # 0 si i ¢ Io(Z) (définition de ¢) alors y; = 0 que i € I4(T) ou
non, donc h; = 0 puis
qi(yi =eh;) = 0.

Finalement, en posant € = min o > 0, nous obtenons y + ch € K et donc
i qiyi>

Y= %(ereh) + %(yfsh) ¢ Ext(K).

Posons V := {h = (h1,---,hg) ER?: h; =0 Vie Io(y)}. D’aprés la question précédente, nous avons
Ker(M)NV c {0}.
Le théoréme du rang ameéne ainsi (puisque V est clairement isomorphe a R{L @\ o(v))
(d—K) + #(I,(y) UT_(y)) = dim(Ker(M) & V) <

et donc #(I. (y) UT_(y)) < k.

Comme K est non vide, fermé (intersection d’images réciproques de fermés par les applications coordonnées ou
M) et inclus dans le compact C, K est également un compact non vide. D’apreés la question 14, il existe un
élément y € Ext(K) et

le systéme linéaire Mz = b admet bien une solution ayant au plus k£ coordonnées non
nulles.
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