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Corrigé Maths EML 2016 ECS

Probléme 1

PARTIE I : UN EXEMPLE

1
Py = (95— 4)

1 P +P=1I 5P, =913 — A
4P, +9P, = A 5P, = A — 43 1
P2=5(A—4I3)
1 0 0 0 00
P=[1 0 0]etP,=|-110
1 -1 -1 -1 10

2. (a) P12 = Pl, P1P2 = 03, P2P1 = 03 et P22 = Pg.
(b) Comme les matrices 4P; et 9P, commutent, la formule du bindéme donne :

k k—1

k k

Vk €N, AF = ( )4’P19k Pyt =4"P 4+ ( )4¢9’f PiPF+9R Py
=0 i=1

-0
car en raison de 2(a) : Vi > 1,¥j > 1,P{ = P|,PiP] =0,P] = P,.
. Avec B = 2P, + 3P, B2 = 4P? + 12P, P, + 9PZ puisque P; et P, commutent. Donc
B2 =4P, + 9P, = A.

2 0 0
B=|-1 3 0] verifie B2 = A.
-1 1 2

. Comme A est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux : Sp(A) =
{4,9}.

Remarques conclusives, et pour introduire la parti II :

1 0 0
e A est diagonalisable avec Fy = Vect 11,10 , B9 = Vect 1 ;
0 1 1

e en travaillant dans la base canonique de R3, et en notant f ’endomorphisme de R3
canoniquement associé a A, les matrices de P, et P, sont les matrices représentant les
projecteurs p; et po de R? sur Ey = Im(p;) et Eg = Im(p2) respectivement, et on a la
décomposition spectrale

J =4p1 + 9pa.
PARTIE II : ETUDE DES PUISSANCES DE f

. Soit P = Z a,X* un polynéme quelconque de R,,[X].
i=0

St =3 (zx pz) ) SUBTIED 3) LRV
i=1 k=0 i=1 i=1 k=0
Z (Z ap! ) => P(\)p
i=1

i=1
m

= Z N\)p; = Z 0p; = 0 puisque les \; sont les racines de N.

=1

3
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7. (a) Soit (i,7) € [1; m]>.
Sii# j, A; est une racine de M; donc L;(\;) = 0 par définition de L;.

Sti=j, Li(A) = Li(Xi) = ﬁzm -
(b) Soit i € [1: m]. Li(f) = Z Li(Xj)p; = Li(\i)pi + ZLi()\j )P;
j=1 i:c—/
=0

e_fo ZAOpz—Zpi-
(b) o Soitue E. u=e(u)= Zpl(u) avec Vi € [1; m], pi(u) € Im(p;).

Donc u € Zlm(pi), et ainsi £ C Zlm(pi).
i=1 i=1

e Réciproquement, comme Vi € [1; m], Im(p;) C E,ona Zlm(pi) CE.
i=1

Par double inclusion, E = i Im(p;).
i=1
9. (a) Mi(A\)(X —X)Li = (X —\)M; == (X — \) H(X — ;) =N.
J#i
Soit v € Im(p;). Alors il existe u € E tel que v = p;(u).
(f = xie)(w) = (f = Nie)pi(u) = Mt)\)ﬁ(u) =0, donc v € Ker(f — \e).
Ainsi Im(p;) C Ker(f — A\ie).

10. Observons que, pour tout 4 de [1; m], p; # 0 entraine Im(p;) # {0}.
Ainsi Ker(f — M\ie) # 0, donc \; est une valeur propre de f.

Ensuite £ = Zlm(pi) C ZKer(f — Aie), et ZKer(f —\ie) CFE

i=1 i=1 i=1
m
Ainsi, E = Z Ker(f — A\;e). Comme par propriété du cours, les sous-espaces propres

i=1
Ker(f — M\e) sont en somme directe, ils sont supplémentaires, f est diagonalisable et

Sp(f) ={Ai/1 <i<m}.
Resta a justifier que Vi € [[1; m]], Im(p;) = Ker(f — \e).
On a par 9(b), Vi € [1; m], dim(Imp;) < dim Ker(f — )\»e)

Par 8(b) et le début de 10, Zdim([mpl) >d ZK@T f = Ne).
i=1 i=1
Ceci n’est possible que si Vi € [1;m], dim([Im(p;)) = dimKer(f — \je) (en
effet, si pour un seul des 4, on avait dim(Im(p;)) < dim Ker(f — Aje), on au-
rait Zdim(fm(pz‘)) < dim(E)... ce qui est impossible!) Par conséquent, Vi €
i=1

[1;m], Im(p;)= Ker(f—X\e):les Im(p;) sont les sous-espaces propres de f.

11. (a) On peut observer que p; et p; commutent car :
piop; = Li(f) o Lj(f) = (Li x Lj)(f) = (L;j x Li)(f) = L;(f) o Li(f) = pj © pi-
Alors, pour tout u de E, p; op;j(u) = p; op;(u) donc p; opj(u) € Im(p;) N Im(p;), or
les sous-espaces propres sont en somme directe, donc Im(p;) N Im(p;) = {0}, donc

piopj(u) =0.
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(b) Pour tout i de [1; m], pi =pioe=pio» p;j=> piop;=piopi+0=p;.
j=1 j=1

m m
(¢c) Pour tout i de [1; m]], p;o f =pio Z)\jpj = Z Ajpiopj = Aip; +0 = Aipi.
j=1 j=1
e Raisonnons par récurrence, l'initialisation est assurée par les hypothéses sur f.

Voyons I'hérédité. Soit k& € N. Supposons f* = Z )\kpZ

Alors f¥1 = fko f = (i Ai»“pi) of= Zkf(mof ZA Aip;i = fo“pi
=1 =1

1=1

m
Ceci achéve la récurrence et : Vk € N, fF = Z Mo

e Le méme raisonnement qu’en 5. donne cette fois :

VP eR[X], P(f)= iP(A

PARTIE III : INTERVENTION D’UN PRODUIT SCALAIRE

Soit x, y et z trois vecteurs de E et p un réel.

plpz+y,2) = > (pilpe+y),p;(2)) = Y (upi(@) + pi(y), p;(2))
i=1 i=1

p(uz +y,2) =Y (i), p;(2)) + (0i(y), 0;(2)) = pe(@, 2) + (v, 2)
i=1

@ est linéaire & gauche.

© est symétrique par symétrie du produit scalaire (., .).
m

sﬁ(%x):Z(pv i ZHP?H

i=1
2 , 2
Supposons ¢(z,z) = 0. Alors Z [lpi(x)||” = 0, donc Vi € [1; m],]||pi(z)||” = 0, donc
i=1
vie[lsml,  pil@)=0.
Or par 8(a) Zpl , donc z = 0.

Ainsi ¢ est une forme blhnealre symétrique définie positive, c’est-a-dire un produit
scalaire sur F.

Soit x et y deux vecteurs de E.

plz, f(y) = Z (pil@). pif () = 3 (pi(@) ipi(y)) = 3 A {pilw), pi(y)
=2 () = D_ api(@). pily)) = 3 A (pila), pi(y)
Donc o(z, f( 3) o(f(z),y), ce qu; prouve que f est uniendomorphisme symétrique

pour le prodult scalaire ¢.

Ceci démontre a nouveau que f est diagonalisable.

On sait déja, d’aprés 11(b), que p; est un projecteur, sur Im(p;). Il suffit que p; soit
symétrique pour ¢ pour que p; soit le projecteur orthogonal sur I'm(p;), toujours pour
le produit scalaire . Soit (z,y) € E2.

:L’ pz Z <pz Z <pz(x)7pz(y)> = Z <pf(x),pz(y)> = So(pz(x)vy)
i=1 i=1

p; est bien symetrlque pour ¢ : p; est le projecteur orthogonal sur I'm(p;) = E), pour
le produit scalaire ¢.
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Probléme 2

PARTIE I : ETUDE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR LA SOMME D’UNE SERIE

1 -1 n+1
1. Soit z e R™*. lim — = lim exp(—zIn(n)) = 400, donc le terme général (=1
n——+oo N n——+oo

diverge.
De méme, si z = 0, le terme général (—1)"! diverge.
Puisqu’une condition nécessaire de convergence de la série est la convergence du terme

-1 n+1
général (vers 0), si z € R™, alors la série E L diverge.
n.fl)
n>1
2. (a) Vp € N* L 1 @< @2
. (a , U — Ugy = — >0 car <
P 20D T = T gy r oy T (2pt 1)” P P
1 1
Vp € N* 1= 1= — <0 2p)* < (2 1)*.
D y o U2(pr1)—1 — U2p—1 CES AL car (2p) (2p+1)

-1
Ugp — Ugp—] = —— ———
2p Zp—1 ( )I p—+o0
(ugp) est croissante, (ug,—1) est décroissante, et leur différence tend vers 0 : ces suites

sont adjacentes, donc convergent, vers une méme limite, notée S(x).

(b) Soit £ > 0.
Comme EIJP ugp = S(x), Ip1 € N*,  Vp = p1,|ugp — S(z)| <e.
p 00

Comme lim wugp_1 = S(x), Ip2 € N*,  Vp = pa, |ugp—1 — S(z)| < e.
p——+oo

Prenons ng = max(2p1,2p2 — 1). Soit n = ng.
Si n est pair, n s'écrit n = 2p avec p > p; donc |u, — S(z)| <e.
Si n est impair, n s’écrit n = 2p — 1 avec p > po donc |u, — S(z)| < e.
Conclusion : Ve >0, 3ng € N*, Vn >ng, J|u,—S(x) <e.

(c) Ainsi, u conlverge vers S(z), et comme u est la suite des sommes partielles de la série
Z %, cette série converge.
n>1

(d) Comme (ugp) est croissante de limite S(x), Vp € N*,  wug, < S(z).
Comme (ug,—1) est décroissante de limite S(z),
Vp e N*,  S(z) < ugpy1 < ugp_1.

(e) Soit n € N*,
Si n est pair, écrivons n = 2p. Par (d), u, < S(x) < tpy1.

1
Donc 0 < S(z) — tp < Upt1 — Up, €6 cOMMeE Upyq — Uy = m’
1S(2) — ] < —
) —Up| < ———.
NCEE
Si n est impair, écrivons n = 2p — 1. Par (d), up+1 < S(z) < uyp.
1
Donc 0 > 5(z) — un 2 tn41 — tn, et comme upi1 — up = CESE en passant a
n
1
la valeur absolue, |S(z) — un| < m
1
Dans tous les cas, |S(x) — uy| < m
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(f) function s=serie(x,e)
n=1
s=1
while (1/(n+1)"x)>e then
n=n+1
s=s+(-1)"(n+1)/(n"x)
end

endfunction
1)k+1 2p
. Notons, pour k € N*, v, = —. Alors Z Z(—l)k“vk est la somme des
vy, pondérés d’un signe « — » lorsque k est pair. =
On peut la calculer en prenant la somme des termes d’indices impairs moins celle des
termes d’indices pairs :

2p p P
(—1)k+t 1 1 1
kzzl kT Zi:l (2i — 1)  2¢ Zi:l i

On peut aussi la calculer en sommant tous les v, sans distinction de parité et en re-
tranchant deux fois la somme des termes d’indices pairs :

ZQP (VR i_2zp ;_ZQP L_LZP S
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

.(a) La seconde relation de 3 donne, avec x = 1,

1
Z - — Z y = Z T puis en décalant I'indice de n,
k=1 k=n+1

~ 1 . 1 1« 1
Up = — = —_—— == —_—.
;nﬂc ;n(l—l—(lﬂ/n)) n;H(k/n)
(b) On reconnait dans cette derniére expression la somme de Riemann d’ordre n de la

fonction continue f : [0; 1] = R,z — o2 Par continuité de f, le théoréme des
7

sommes de Riemann assure que v converge et que :

S1)= lim v, = f(t)dt = [In|1 + 2|, = In(2).

n—-+o0o 0
2p
5. 3. avec x = 2 donne ug, = Zk‘Q — Zk‘Q

En passant a la limite lorsque p tend vers +o0,
2 2 2

T 1 = T

2)= i — - =X —=—.

S = v =5 =5 X § T 1

PARTIE II : ETUDE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

6. La fonction intégrée est continue et positive sur |0; +oo .

te 1 ! 1
—t%, or / t*dt, que I'on peut écrire / ——dt, converge si, et seulement
]. + et t*}O 2 0 0 t—
1 T
si, —z < 1, c’est-a-dire x > —1. Par équivalence de fonctions positives, / g S dt
0 e

converge si, et seulement si, x > —1.
tﬂ?

—+oo
——— ~ t%e"ten+oo. Or,lorsque z > —1, t*e~'dt existe puisque I'(z+1
1+ et t—+oo + ! ) puisque I'(z+1)

+oo x
existe. Par équivalence de fonctions positives, si x > —1, / ﬁdt existe.
1 e

“+o0 T
e Ainsi, / dt existe si, et seulement si, z > —1.
A s
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7. (a) Par somme de termes d’une suite géométrique :
n n

Z(il)kefkt _ Z(ieft)k _ 767151 — (_1)nefn _ 71 — (_1)7167“

—t ¢
— — 1+e et +1
En multipliant par —t* :

n

Z(—l)’“’%%‘kt = g.(t) — (=1)"g.(t)e " ... ce qu'il fallait démontrer !
k=1

(b) Le changement de variable u = kt est admissible puisque de classe € et bijec-

+oo
tif (strictement croissant car k > 1). Par ce changement, / t*e~kdt devient
0

“+o0 u
u’e N . 1 . )
/0 Wdu. Par linéarité, on reconnait WF(I + 1), qui existe. Par le théo-

+oo
réme de changement de variable, / e~k dt existe et vaut ——I'(x + 1).
0

Lo+l
“+o0

(c¢) Comme Vt > 0,0 < g, (t)e ™ < g, (t) puisque 0 < e™ ™ < 1, et / g (t)dt existe,
0

“+o00
donc par comparaison de fonctions positives, / . (t)e_"tdt existe.
0

Vt > 0,0 < g (t)e ™ < t%e~ ™, donc par croissante de l'intégrale, et par le calcul de
“+o0o
1
0.0 [ gt < T4 1),
0

Et comme lim
n—+4oo &+l

+oo
lim gz (t)e™"dt = 0.

n—-+oo 0

I'(x + 1) = 0 puisque z + 1 > 0, on a, par encadrement,

(d) Par les questions précédentes (et par linéarité de l’intégrale)

+oo +00 oo
I@) = / go(t)dt = (_1)n/ Je~"dt + Z Dl / e Mt
0 0

1)k+1

400
)= (<1 [ gx<>-“tdt+2 e+

En passant a la limite lorsque n tend vers +oo, I(z) = S(x + D)I'(z + 1).

7'('2 7T2
LI =852 2) = — x1l= —
8. I(1) = SQT® = 15 x1'= 7
PARTIE III : ETUDE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE
e—t e2t e—t et
9. VteR, f(—t) = = X = = f(t).

(1+e71)2 (et)2 (1+et)2 (et +1)2
10. f est continue et positive sur R.
Soit A < B.

0 S L U
I4+et|, 1+eB  14e4t 4, o

B — 4+

+oo
Donc / f(t)dt existe et vaut 1.
—o0
Ainsi f est une densité d’une variable aléatoire.

11. Le calcul précédent avec A — —oo et B = x donne :

e$
4 R, F t)dt = = .
HANSS X / f 1t ee
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12. (a) t +— t" f(t) est continue et positive sur [0; o0 |.

+oo
" f(t) e the™! et /0 t"e dt existe (c’est I'(n + 1)).

—+o0
Par équivalence de fonctions positives, / t" f(t)dt existe.
0

Puisque f est paire, t — t" f(t) a la méme parité que Uentier n : paire si n est pair

et impaire sinon.

+oo +oo
Du coup, comme / t" f(t)dt existe, / t" f(t)dt existe.
0

— 00
Ainsi X admet un moment d’ordre n.

Comme t + t?PF1f(t) est une fonction impaire et intégrable sur | —oo; 400, son
intégrale sur | —oo; 400 [ est nulle. Autrement dit, mop41(X) = 0.

+oo +oo
maop(X) = / P f(t)dt = 2/0 t* f(t)dt par parité.

1
ﬁett»—>t2pde

Soit B € R*. Effectuons une intégration par parties avec t — 1T
e

classe €' sur [0; B].
B 2 B B 2p—1 2 B ,2p—1
12p 2pt2p B2 12p
Pf)dt = | ——— dt=——"—+0+2 —dt
/0 1) { 1+et]0+/0 14 et 1—|—eB+ (" p/o 14 et

+oo
En faisant tendre B vers +oo, / t2P f(t)dt = 2pI(2p — 1).
0

Donc mo,(X) =2 x 2pI(2p — 1) = 4pI(2p — 1).

13. E(X) =m1(X) = 0 par 12.(b).

2

V(X) = B(X?) - (B(X))? = ma(X) — 02 = 4I(1) = %

14. (a)

e Comme pour tout n X,,(Q2) =R, Y,,(Q) =R.
VyeR, Fy(y)=PYn<y)=P(X1 <yln[Xo<yln---N[Xn <y))
Par indépendance des (X,,),

Fy<y>=HP<m<y>=<Fx<y>>”:( > ) .
1=1

1+4e¥

° Zn(Q); Ret:
VzeR, Fgz, (2)=P(Z,<z)=PY,<z+Inn))=Fy, (z+1n(n))

ez-l—ln(n) n ne? n
FZn(z): (1+ez+ln(n)> = (1+n62>

Soit z € R. Déterminons lim Fz (z).
n—-+oo

ne* 1
F = 1 = In(1-
7z, (2) = exp (n DT nez) exp <n n ( T nez>)

Comme

1 1 -1
—0,In(1- ~ = ~ .
1+ ne? n—+oo 1+ ne?* ) ns+oo 14+ ne? n—+oo ne*

1 -1
nin(1-— ~  —.
1+ ne? /) n—+oo e?

Donc ngrfoo Fz (z) = exp(—e™%).

Comme F : z — exp(—e ?) est une fonction de classe €™ sur R, croissante (par
composition de deux fonctions décroissantes ou par le signe de sa dérivée - voir
Pexpression de F’ ci-aprés), de limites 0 en —oco et 1 en 400, (Z,) converge en loi
vers une variable aléatoire & densité de fonction de répartition F.

Une densité de cette variable est F'/: z — e #exp(—e?).
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