Groupe Réussite

Corrigé Maths ESSEC 2012 ECS

Question préliminaire.
1) Soit p la projection orthogonale sur F. P est sa matrice dans la base canonique de M, 1(R).

Soit X un élément de M,, 1(R).
k

(U1,Us, ..., U) est une base orthonormée de F' donc le cours indique que p(X) = Z <U;, X >, U,.
k =1

k
Alors daprés [RU |: PX = p(X) = 3 < Ui, X >, Uy = Y (‘'U;X) U
=1

i=1
Observons que, pour tout élément i de [1, k], {U; X est une matrice de M1 (R) que 'on assimile & un réel.
Donc, pour tout élément i de [1, k], (‘U;X) U; = U; (*U; X). Alors:
k k k
PX =3 U(tU:X) = 3 (UAU) X = (2 UitUi) X.

i=1 =1 i=1

k
VX € Mp1(R), PX = (Z UitUi> X. donne alors P =Y U;'Us.
=1

i=1
k k k
Ainsi: ‘P ="* (Z UﬁUZ) = Z HUAUAES Z L)t = Z U;!U; = P. Donc P = P.
i=1 i=1 i=1 i=1
Alors P est symétrique (normal pour la matrice d’une projection orthogonale dans une base orthnormée).
k
P= Z U;tU; et P est une matrice symétrique.
i=1

Partie I - Décomposition spectrale de la matrice *AA associée a une matrice A de My, ,(R).
2) (a) A est une matrice appartenant & M,, ,(R) donc *A est une matrice appartenant a M,, ,,(R).
Alors *AA est une matrice de M,,(R). *AA est une matrice carrée d’ordre n & coefficients réels.
Soit X un élément de Ker A. AX = 0,4, ,(r) donc "AAX =*A0uz,, &) = Ort, ,(r)- Ainsi X appartient & Ker?AA.
Finalement VX € Ker A, X € KertAA. Ainsi: Ker A C Ker"AA.
(b) Soit X un élément de Ker*AA.

PAAX = O, ,(r)- Alors |AX|2, = "(AX)AX ="'X"AAX ="'X0p, ,®) = 0. Donc [|[AX]|Z, =0 et:|[|AX],, =0.
Si X appartient a Ker?AA alors [|[AX||,, = 0.

Soit X un élément de Ker*AA. Alors |AX||,, = 0. Ceci donne AX = Oy,, ,(r) et permet de dire que X est dans
Ker A.

Donc VX € Ker?AA, X € Ker A et ainsi Ker’AA C Ker A. Or (a) a donné Ker A C Ker?AA. Alors:
Ker A = Ker ' AA.
D’aprés A= 0, 1) <= VX € My 1(R), AX =0, , (&) Done A =0, , @ <= Ker A = M, 1(R).
De méme ‘AA = 0, r) <= Ker"AA = M,, 1(R). Or Ker A = Ker*AA. Ainsi:
A= O, (r) = Ker A = My, 1 (R) <= Ker'AA = M, 1 (R) <= "AA = 0, ).

A est la matrice nulle de M,, ,(R) si et seulement si ‘AA est la matrice nulle de M, (R). Donc A et *AA sont
nulles simultanément.

(c) Soit Y un élément de Im*AA. 1l existe un élément X de M,, ;(R) tel que Y =*AAX.
Posons Z = AX. Z appartient & M, 1(R) et Y ='AZ donc Y appartient a Im*A.
VY € Im*AA, Y € Im*'A donc ImtAA C Im'A.
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Deés lors pour montrer que Im*AA = Im*A il suffit de montrer que dimIm*4A = dimIm’A car M,, ;(R) est de
dimension finie.

A est une matrice de M,, ,(R) et *AA est une matrice de M, (R). donne alors dimKer A +rgA = n et
dimKer?AA +rgtAA = n (théoréme du rang).

Or Ker A = Ker?AA donc dimKer A = dimKer?AA. Ainsirg A =n — dimKer A = n — dimKer A4 = rg?AA.

Par conséquent rg A = rg?AA. OrrgtA=1g A () donc rgtA = rgtAA.

Alors dimIm?A =rg?A =rg?AA = dimIm*AA. Ainsi dimIm?A = dimIm?AA.

Ceci acheve de monter que: Im?A = ImtAA.

3) (a) 'AA est une matrice de M, (R) et {(*AA) =TA*(*A) =1AA.

Donc 'AA est une matrice symétrique d’ordre n & coefficients réels. Ainsi: *AA est diagonalisable.
Soit A une valeur propre de *AA. X est un réel car ' AA est une matrice symétrique de M., (R).

Soit X un vecteur propre de ‘AA associé & la valeur propre \.

X est un élément non nul X de M,, 1(R) tel que TAAX =\ X.

Nous avons vu plus haut que |AX|]2, = {XPAAX. Alors |AX]]2, ='X (AX) = A XX = )| X]?.

JAX |7
X117
Les valeurs propres de ' AA sont des réels positifs ou nuls.

X n’est pas nul donc || X2 est strictement positif. Alors A\ = - Plus de doute, A est un réel positif ou nul.
(b) Soient ¢ et j deux éléments distincts de [1,p].

Rappelons que les sous-espaces propres de la matrice symétrique *AA sont deux & deux orthogonaux.

L
Ainsi By, (*AA) et Ej,;(*AA) sont orthogonaux donc Ey, (*AA) C (EM (tAA)) .

i
D’apres :Im Pj = E),("AA) et Ker P; = (EAi (tAA)) . Donc Im P; C Ker P,.
OrvX e M, 1(R), P;X € ImP;. Ainsi VX € M, 1(R), P;X € Ker P,.
Ceci qui donne VX € M,, 1(R), PP;X = 0p, ,(v)- Alors nous autorise a dire que P;P; = O, (r)-

Sid et j sont deux éléments distincts de [1,p], P; Pj = Opq,, (w)-

Rappelons que pour tout élément i de [1,p], P; est la matrice d’une projection donc P? = P;. Alors:

V(Z,j) € H]-vp]] ) PZP] = .

Om,, (r) sinon

Soit X un élément de M,, 1(R).

P p
31(X1, Xa,..., Xp) € Ex, (*AA) x Ex,("AA) x -+ x By, (*AA), X = Y X; car My 1(R) = ) Ex, ("AA) puisque
Jj=1 j=1
t AA est diagonalisable.

P
Soit 7 un élément de [1,p]. X = Y  P;X;. Soit j un élément de [1, p].
j=1

Sij=i, X; = X, € Ey,("AA) = Ker(P, — I,) d’apres | R6 |, donc P, X; = P.X; = X;.

Supposons j # i.
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X; € By, (*AA) = Ker(P; — I,,) d’apres | R6 |, done PjX; = X; ou X; = P; X;.
Alors Pin = PinXj = OMH(R)Xj = OMn,l(R)'
X, si j =i p

Finalement P;X; = {OM @ s . Alors P, X = Zl P;X; = X; et ceci pour tout ¢ dans [1, p].
n,1 J=

p p p
Donc (ZB-)X:ZB-X:Z)Q:X.
=1 =1 =1
p

P
Ainsi: VX € M, 1(R), (Z Pl-) X=IX. donne alors : I, = Z P;.
i=1

i=1
P
Soit X un élément de M, 1(R). 3! (X1, Xo,..., X,) € By, ("AA) x E\,("AA) x --- x E5 ("AA), X = > X;.
=1
Vi € [1,p], X; € Ex,(*AA) donc Vi € [1,p], 'AAX; = \; X;. Rappelons que Vi € [1,p], P,X = X;. Alors:

p

(zp: i Pi> X = zp: N PX = zp: N X = Z PAA X, =tAA (Zp: Xi> =TAAX.
=1 =1 =1 i=1

i=1

p P
Ainsi: VX € M, 1(R), <Z A Pi> X ="AAX. donne alors:  tAA = Z A\ Pi.
i=1

i=1

1 1 -1 1 -1 1 3 -3 0
4) (a)tAA=[ -1 -1 1 1 -1 1|=[-3 3 0
1 1 2 -1 1 2 0 0 6
x
Soit A un réel et X = | y | un élément de Ms;(R).
z
3r—3y =z 3r -3y =)z
FAAX = X <= 3x4+3y=Ay <= Az+y)=0.

e Supposons que A # 0 et A # 6.

3z —3y = Az Yy=-—z
tAAXZ)\X<:>{;L'+y:O <:>{(3—|—3—/\)x20 < 1z =1y =2z=0. \n'est pas valeur propre de ‘AA.
z2=0 z=10

eSiA=0:"AAX =\ X <— { Z;z_fo?)y =0 { i/ i g Alors 0 est valeur propre de ' AA et le sous-espace propre
1
associé est la droite vectorielle de M3 1(R) engendrée par | 1
0
oSi)\:6,tAAX=)\X<:>{3x_3y:6m —y=-ua
rz+y=20

Alors 6 est valeur propre de *AA et le sous-espace propre associé est ’hyperplan (donc le plan) d’équation z +y = 0
dans la base canonique de M3 1(R).

1 0
Notons que -1],10 est une base de ce sous-espace propre.
0 1
1 3 -3 0 1 0
Comme?4A|(1]=[-3 3 0 1] =1 0| alors @ = 0. Nous avons ainsi retrouvé les résultats de la version
0 0 0 6 0 0

précédente.

Résumons le tout.

https://groupe-reussite.fr/ 3



Groupe Réussite

1 1 0
LAA = {0,6}. Bo('AA) = Vect ( (1] ) et Bs(tad) =Vect [ | -1 |, (0
0 0 1
Notons qu’ici p = 2, Ay =0 et Ay = 6. Déterminons P; et Ps.
1
1 V2
ePosons Vi=[1|etlUy=—-Vi.Ui=| 5
; A /
(V1) est une base de Ey(*AA). Donc (U;) est une base orthonormée de Ey(*AA).
1
e 1/2 1/2 0
Alors d’apreés Q1, P, = U U, = % (% % 0)=1|1/2 1/2 0
0 0 0 0
1/2 1/2 0
La matrice, dans la base canonique de M3 1(R), de la projection orthogonale sur Ey(*AA) est | p, — 1/2 1/2 0
0 0 0
1
1 0 1 \/51 0
Posons Vo= =1 |,V3=10]|, U= VoetUs=—-V3.Us=| —5 | etUs=1|0
0 1 [Val 1Vl vz 1
(Va,V3) est une base de Eg(*AA). Mieux c’est une base orthogonale de Eg(*AA).
Alors (Us, Us) est une base orthonormée de FEg(*AA).
1
V3 0 /2 —1/2 0 00 0
Ainsi Py = Uy'Us + Us'Us = | =5 | (5 —05 O)+|0f(0 0 1)=(-1/2 1/2 0|+[0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1
12 —1/2 0
Finalement P, = [ —=1/2 1/2 0
0 0 1
/2 -1/2 0
La matrice, dans la base canonique de Ms 1 (R), de la projection orthogonale sur Eg(*AA) est p, — [ —1 /2 1/2 0
0 0 1

(b) Rappelons que que A*A est assimilable & un réel car A'A € M;(R) puisque A € My ,,(R).
(tAA)? — (ATA)YPAA =TAATAA — (ATA)YPAA =TA(ATA)A — (ATA)LAA.
Or A'A est un réel donce (*AA)? — (A'A)'AA = (A'A)'AA — (A'A)'AA = 0, (r). Alnsi:
X? — (A*A) X est un polynéme annulateur de ‘AA.
Les zéros du polynomes X2 — (A*A) X sont 0 et A*A. Donc le spectre de *AA est contenu dans {0, A*A}.
1T cas n=1. Alors ‘AA est la matrice de M;(R) égale a (a}). Alors a? est la seule valeur propre de ‘AA.

Icip=1, A\ =a?=A'Aet P, =1,.

’ Sin=1,SptAA = {a?} = {A'A}. La décomposition spectrale de *AA est tAA = (A'A) I; ! ‘

2ieme chg > 1
Soit X € M,,1(R). Notons que AX € R. Alors:"AAX = Oy, ,(r) <= (AX)'A =01, ,(m)-

1
or "A# 0p,, vy donc PAAX =0y, 1) <= AX = 0= (A X =0=<"4, X >,=0= X € (Vect(%))

n,1

L
Ainsi Ker'AA = (Vect(tA)) . Comme "A # Op4,, ,(r), dim Vect(*A) = 1. Alors dimKerAA =n — 1.

Comme n — 1 > 0, Ker*AA n’est pas réduit a la matrice nulle de M,, 1(R) et ainsi 0 est valeur propre de ‘AA.

1 1
Le sous-espace propre associé est ’hyperplan (Vect(%l)) . Eo(tAA) = (Vect(tA)) .
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Comme *AA est diagonalisable, AA a nécessairement une autre valeur propre qui ne peut étre que A*A car SptAA
est contenu dans {0, A*A}.

De plus Eo(*AA) et Ea:4(*AA) sont supplémentaires et orthogonaux car A4 est une matrice symétrique de M, 1 (R).

1 0\t
Alors Eaea("AA)) = (Eo(TAA)) ™ = ((Vect(tA)) ) = Vect(*A). Eaca(*AA) = Vect(tA).

L
Sin>2,SptAA={0,A'"A}. Ey(*AA) = (Vect(tA)> et Eqea(tAA) = Vect(*A).

Icip=2, A1 =0c¢et Ay = A'A.
Remarque Notons que:
o "AA = (i a;) i jep )2
e Eo(*AA) est I'hyperplan de M, 1(R) d’équation a; 1 +as T2+ - -+a, x, = 0 dans la base canonique de M,, 1 (R).

a1
n a
o ATA = kz ai et Earq(tAA) est la droite vectorielle de M., 1(R) engendrée par :
=1 :
In=P1+P2ettAA:/\1P1—|—)\2P2=(AtA)P2. n
1 1 1
Donc P, = Yo tAAdet P =1, — 1A tAA. Notons que Py = A tAA = T (a;aj)
> aj
k=1
1 1
Si n > 2, la décomposition spectrale de ‘AA est {AA = 0P, + (A'A) P, avec Py = 1A PAA = — (a;aj) et
Y aj
P =1I,-P! k=1

Partie II - Pseudo solution d’une équation linéaire.

5) Dans toute la suite conformément au texte nous parlerons le plus souvent de I’équation AX = B alors qu’il serait
sans doute préférable de parler de I’équation X € M,, 1(R) et AX = B.

» On suppose ici que I'équation AX = B admet au moins une solution que nous noterons Xj.
Soit X’ un élément de M,, 1(R).
e Supposons que X’ est une pseudo solution de ’équation AX = B.
Alors VZ € M,,1(R), |AX" — B|lm < ||AZ — Bl|m.
En particulier |AX’ — Bl|,, < [|[AXo — Bl = 0. Alors [[AX" — B, =0 donc AX' — B =0, ,(®)-
Ainsi AX' = B et X’ est solution de I’équation AX = B.
e Supposons que X' est solution de I’équation AX = B.

Alors VZ € M,,1(R), |AX" — B|ls, =0 < ||AZ — Bl|,,. Donc X’ est une pseudo solution de I’équation AX = B.

Si équation X € M, 1(R) et AX = B admet au moins une solution, ’ensemble de ses pseudo solutions est

I’ensemble de ses solutions.

6)
Commencgons par établir un résultat que nous utiliserons dans Q6 et dans Q7. Montrons donc que :

VAeR, V(X,Y) € (Mn,l(]R))z, |AX +AY) = BJ||%2 — |AX — B|]2, = M ||AY||2, + 2 YA (AX — B) (1).
Soit A un réel. Soient X et Y deux éléments quelconques de M,, 1 (R).

AKX +AY) = B2, = [(AX — B) + (AAY)||2, = ||[AX — B||2, + 2 < AX — B,AAY >, +||NAY|2..

|AX +AY) = BJ|?2, — |AX — B|]2, =2\ < AY,AX — B >, +\2||AY |2, = 2\ (AY)(AX — B) + )\2||AY||2,.

Ainsi: |A(X +\Y) — B|j2, — |AX — B|)2, = M |AY |2, + 2\ 'Y'A(AX — B).
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2
VAER, V(X,Y) € (Mua(R)), AKX +AY) = BIE, - [ AX = BIZ, = X AY |2, +2A'Y'A(AX - B) (1),

» Supposons maintenant que X est une pseudo solution de ’équation.
VZ € Mp1(R), 0< ||AX — Bl < ||AZ — B||sm donc VZ € M,, 1 (R), ||AX — B||2, < ||[AZ — B|2,.
Ce qui donne encore VZ € M,,1(R), |AZ — B|j2, — ||[AX — B|?, > 0.
Ainsi VA € R, VY € M,,1(R), |A(X +AY) — B2, — |AX — B|%, > 0.
Alors VA € R, VY € M, 1(R), N||AY |2, + 2 XY 'A(AX — B) > 0 d’apres (1).
Si X est une pseudo solution de I’équation: VA € R, VY € M,, 1(R), A\?[|AY[]2, + 2A'Y PA(AX — B) > 0.
YAER, VY € My1(R), N2|AY[2, +2A'Y PA(AX — B) > 0.
Soit Y un élément de M,, 1 (R). Montrons que ‘Y*A(AX — B) =0
Version 1 VA € R, N[JAY |2, + 2A'Y 'A(AX — B) > 0.
Donc pour tout réel strictement positif A|AY |2, + 2!V TA(AX —B) >0 (2).
Et pour tout réel strictement négatif A\|[|AY||?, + 2'Y A(AX — B) <0 (3).
En faisant tendre A vers 0 par valeurs supérieures dans (2) il vient : 2'Y *A(AX — B) > 0 ou 'Y *A(AX — B) > 0.
En faisant tendre A vers 0 par valeurs inférieures dans (3) il vient : 2V *A(AX — B) <0 ou 'Y 'A(AX — B) < 0.
Alors 'Y *A(AX — B) = 0.
Finalement 'Y *A(AX — B) = 0 et ceci pour tout Y dans M,, 1(R).
Done ¥Y € My, 1(R), < Y,'A(AX — B) >,=0. Donc ‘A(AX — B) € (M,,,l(R))L = {0t ) -

Alors 'A(AX — B) = O, 1 (r) OU tAAX —tAB = O, 1 (R), € ainsi tAAX =tAB.

’ Si X est une pseudo solution de I'équation X’ € M,, 1 (R) et AX’' = B alors "AAX ="'AB. ‘

7) Soit X un élément de M,, 1(R) tel que PAAX ='AB.

Montrons que X est une pseudo solution de 1’équation X' € M,, 1(R) et AX' = B.

Soit Z un élément de M,, 1(R). Posons Y = Z — X. Alors Z = X + Y. En appliquant (1) avec A = 1 il vient:
|AZ = BIZ, — | AX — BJ2, = |A(X +Y) — BJ, — |AX — BJ2, = 12 x AV, +2 x 1 x "Y' A (AX — B).

|AZ - BIZ, — ||AX — BJ2, = |AY |2, +2°Y"A (AX — B).

Par hypothese ‘AAX ="AB donc "A(AX — B) = O, , (r) alors [|[AZ — B|)2, — [|AX — B||Z, = [[AY||2,.

Donc |[AZ — B||2, — ||AX — B||?, > 0 ce qui donne ||[AX — B||2, < |AZ — B||?, puis |AX — Bl < |AZ — B|m.
Ainsi VZ € M,, 1(R), ||AX — Bl|m < ||AZ — B||;,. X est donc une pseudo solution de 1’équation.

Si X est un élément de M,, 1(R) tel que PAAX =*AB, X est une pseudo solution de 1’équation X’ € M,, 1(R) et
AX' = B.

Ce résultat ajouté a celui de Q6 permet de dire que:

si X est un élément de M, 1 (R), X est une pseudo solution de I’équation X’ € M,, 1(R) et AX’ = B si et seulement
si'AAX ="'AB.

tAB appartient & Im*A et nous avons vu dans Q2 (c) que Im*A = Im*AA. Alors *AB appartient & Im*AA. Ainsi
il existe au moins un élément Xy de M,, 1(R) tel que *AAX, ='AB. Plus de doute :

léquation X € M,, 1(R) et AX = B a au moins une pseudo solution.
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T
8) Soit X = | y | un élément de M3 1(R).
\z
3 -3 0 x 1 1 -1 2 3x -3y =3 _ 1
TAAX ='"AB<== | -3 3 0 yl=1-1 -1 1 2 <:>{—3x+3y:—3<:>{y:‘f_ )
0 0 6/)\=z 1 1 2/ \1 62 =6 =
x
L’ensemble des pseudo solutions de 'équation X € M3 1(R) et AX = B est r—1];2€eR
1
x
Soit z un réel. Posons T, = | = — 1
1
2 2 2, 42 2 2 1\’ 1\’ 1\* 3
Tz =2+ —-1)*"4+1"=22"—-2x+2=2(z"—2)+2=2 z—3 -2 3 +2=2 z—3 +§~
1 1\* 3_3
Si x n’est pas égal a 5 1T )3 =2 (:17 - 2) t5>5= ||T%||§
1

Donc Vz € R, x # 3= 1Tells > Ty ls-

x
Rappelons que 'ensemble des pseudo solutions de 1'équation X € M3 1(R) et AX = B est z—1 ] ;xR } soit

1
encore {1} ; = € R}.

1/2
T% est donc 'unique pseudo solution de 1’équation, de norme minimale. Notons que T% =|-1/2
1
1/2
L’équation X € M3 1(R) et AX = B admet une pseudo solution de norme minimale et une seule qui est | —1/2
1

9) Soit X, une pseudo solution de I’équation X € M,, 1(R) et AX = B. "AAX, ="'AB.

Soit X un élément de M,, 1(R).

X est une pseudo solution de ’équation si et seulement si tAAX =tAB.

AAX ='AB e= 'AAX = AAXy <= 'AA(X — Xo) = Opq, ,r) <= X — X € Ker ! AA.

TAAX ='AB <= 3Y € Ker?AA, X — Xg =Y < 3Y € Ker?AA, X = Xy + Y. Rappelons que Ker?AA = Ker A.
Alors PAAX <= 3Y ¢ Ker A, X = Xg + Y.

Donc I’ensemble des pseudo solutions de I’équation est {Xo+ Y ; Y € Ker A}.

Si X est une pseudo solution de I'équation X € M,, 1(R) et AX = B, 'ensemble des pseudo solutions de cette
équation est {Xo +Y ;Y € Ker A}.

Plus de doute alors, I'équation admet une pseudo solution et une seule si et seulement si Ker A = {04, ,(»)}-
Partie III - Pseudo solution d’une matrice.
10) Nous allons donner deux ( ?) solutions a cette question.
Avant de commencer rappelons que Ker A = Ker?AA.

Le texte incite a construire une pseudo solution S orthogonale a Ker'AA non? Alors allons y.
Soit X une pseudo solution de I'équation X € M,, 1(R) et AX = B.
L’ensemble des pseudo solutions de cette équation est {Xg+Y ;Y € Ker A} ou {Xo +Y ;Y € KertAA}.
Soit X{ la projection orthogonale de Xy sur Ker?AA ou sur Ker A. Alors Xy — X/ appartient & (KertAA)*.
Posons donc S = Xy — X{). Notons que S est orthogonal & Ker ! AA.

De plus S = X + (—X{)) et (—X{)) appartient & Ker A donc S est une pseudo solution de ’équation AX = B.
https://groupe-reussite.fr/ 7
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Notons alors que 1’ensemble des pseudo solutions de I’équation AX = B est encore {S+Y ;Y € Ker A}.

Soit Z une pseudo solution de I"équation AX = B distincte de S. Il existe un élément non nul Y de Ker A tel que
Z=5+Y.

S € (KertAA)* et Y € Ker A = Ker*AA donc S et Y sont orthogonaux.

Le théoreme de Pythagore donne alors: ||S + Y2 = [|S]|2 + || Y]|2.

Ainsi [|Z|]7 = IS + Y% = [ISI7 + Y13 > IS]I5 car [[Y][7 > 0.

Donc || Z]|n, > ||S]|» et ceci pour toute pseudo solution Z de I’équation AX = B distincte de S.

Ceci montre qu’il existe une unique pseudo solution de ’équation AX = B de norme minimale et que cette pseudo
solution est S.

Notons que *AAS =tAB (car S est une pseudo solution de 1’équation) et que S est orthogonal & KertAA.
Montrons que ceci caractérise .S.

Supposons que S’ soit un élément de M,, 1 (R) tel que YAAS’ =*AB et qui soit orthogonal & Ker*AA.

Notons que S’ — S est orthogonal & Ker?AA car S et S’ sont tous les deux orthogonaux a Ker ! AA.

tAAS" =tAB donc S’ est une pseudo solution de I’équation. Ainsi il existe Y’/ dans Ker 4 tel que ' =S +Y'.
Alors S’ — S =Y et ainsi S’ — S appartient & Ker A donc & Ker?AA.

Finalement S’ — S € (Ker’AA)* NKer®AA = {Op, ,(r)}- Alors 8 = S. Ce qui achéve de montrer que :

I'équation X € M,, 1(R) et AX = B admet une unique pseudo solution de norme minimale notée S et caractérisée
par les deux conditions tAAS = t*AB et S est orthogonal & KertAA .

11) (a) Supposons que A est de rang n. Nous avons vu dans Q9 que I'équation X € M,, 1(R) et AX = B admet une
pseudo solution et une seule que nous noterons S. .S est nécessairement la pseudo solution de 1’équation AX = B de
norme minimale !

Nous avons vu dans Q2 (c) que rg?AA = rg A. Alors rg?AA = n et AA est une matrice de M,,(R) donc *AA est
inversible.

Or *AAS ='AB donc S = (fAA)~* ("AB).

SirgA = n, ‘AA est inversible et I'unique pseudo solution (de norme minimale) de 1’équation X € M,, 1(R) et
AX = Best ("AA)"! ("AB).

P p
1 1
Exercice  Mont irgA=n:("AA) =Y —Pet ("AA)T' ("AB) =) —P'AB.
xercice ontrer que Si rg n:( ) 2 N et ( ) ( ) 2 y
(b) Supposons que A est la matrice nulle de M, ,(R). Alors Ker A = M, 1 (R). Donc (Ker A)L ={0rt,  (®) )}
Soit S I'unique pseudo solution de norme minimale de I'équation X € M,, 1(R) et AX = B.

S est orthogonal & KertAA donc & Ker A. Alors S € (Ker A)L donc S = 0, , (R)-

Si A est la matrice nulle de M,,, ,(R), I'unique pseudo solution de norme minimale de 'équation X € M,, 1(R) et
AX = B est Or,n (R)-

12) Notons ¢ l'application qui & tout élément B de M,, 1(R) associe la pseudo solution de norme minimale de
I'équation X € M,, 1(R) et AX = B.

e Par définition ¢ est une application de M,, 1(R) dans M, 1(R).
e Montrons que ¢ est linéaire. Soient B et B’ deux éléments de M., 1(R). Soit A un réel.

Posons S = ¢(B) et " = ¢(B’). Montrons que ¢(A B+ B’) = A S+ 5’. Pour cela il convient de montrer que A .S+ 5’
est la pseudo solution de norme minimale de I’équation X € M, 1(R) et AX = AB + B’. Donc de montrer que
PAANS +8") =tA(ANB + B’) et que A S + 5’ est orthogonal & KertAA.
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S =¢(B) et S"=p(B') donc "AAS =*AB,"AAS" ='AB’ et, S et S’ sont orthogonaux a Ker?AA.
Alors TAAAS + S') = NAAS + T AAS' = \*AB +1AB' = A\ B + B).

De plus A S + S’ est orthogonal & Ker?AA car S et S’ sont orthogonaux & KertAA.

Ceci achéve de montrer que AS + S est la pseudo solution de norme minimale de 1'équation X € M,,1(R) et
AX =)\B+ B'.

Donc ¢(AB+ B') = XS+ 5. Ainsi (A B+ B’') = Ap(B) + ¢(B’). ¢ est linéaire.

L’application qui & tout élément B de M,, 1(R) associe I'unique pseudo solution de norme minimale de I’équation
X € M, 1(R) et AX = B est une application linéaire de M,, 1(R) dans M,, 1(R).

13) Rappelons que dans toute cette question A n’est pas la matrice nulle.

(a) Montrons que ‘A A possede au moins une valeur propre non nulle.
Raisonnons par 1’absurde et supposons que ‘AA ne posséde pas de valeur propre non nulle.

Comme *AA est diagonalisable, 0 est la seule valeur propre de *AA. Ainsi p =1 et \; = 0.

Y4
Alors tAA = Z )\z Pz = Al Pl =0x Pl = OMn(]R) tAA est nulle.
i=1

K2

Or d’apres Q2 (b) A et “AA sont simultanément nulles. Ainsi A est nulle ce qui contredit ’hypothese.

’ ['(A) n’est pas vide car YAA possede au moins une valeur propre non nulle !

(b) Nous allons proposer deux solutions pour cette question. La premiére version rebondira sur le résultat donné.
La seconde, plus intéressante, retrouvera le résultat proposé. Mais avant cela établissons trois résultats utiles dans la
suite.

2. Clairement Vj € [1,p], P;j*AA = \; P;. Nous le verrons dans Q16).

Soit B un element de M,, 1(R).

Soit S la pseudo solution de norme minimale de I’équation X € M,, 1(R) et AX = B.

1
tAAS =tAB et S ¢ (KertAA)L. Montrons que S = Z x P'AB.
ier(A)

P P P
S = Z P,S car Z P, =I,, de méme 'AB = Z P;'AB car AB est un élément de M,, 1 (R).

i=1 i=1 i=1

P P P P
Alors > P'AB="'AB ='AAS ='4AA <Z PZ-S> =Y 'AAPS = A P,S d'apres[R9 |

=1 i=1 1=i 1=i
OrVie IIl,p]], PitAB elmP;, = E)\l(tAA)
De méme Vi € [1,p], P;S € Ey,(*AA) donc Vi € [1,p], \; P,S € E,(*AA).
P P
Alors comme la somme Ey, ("AA) + Ey,("AA) +--- + Ej ("AA) est directe D'égalité Z P'AB = Z Ai P;S donne :
i=1 1=1
1

P'AB.
Ag

Vi € [1,p], PtAB = \;P;S. Alors Vi € T'(A), P,S =

1°" cas Ker’AA ={0p, ,®)}
0 n’est pas valeur propre de *AA. Alors Vi € [1,p], \i # 0 et T'(A) = [1,p].

) 1, . L S t Loy
Donc Vi € [1,p], P.S = X P'AB. Ainsi S = ; PSS = ; /\—iPl- AB = EFZ(A) N P"AB.
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2l€Me cag KertAA # {Ort, (v}
Alors 0 est valeur propre de *AA. Donc p > 2, \; =0, E),(*AA) = Ker'AA =Tm P; et T'(A) = [2,p].

1 p p

S appartient a (KertAA> donc a Ker P. Alors P1S =0y, ,(r) €t S = Z PS = Z PSS = Z P;S.
i=1 i=2 i€T(A)

_ 1

Or nous avons vu plus haut que Vi € T'(4), P;S "

1
P'AB, d = E S = E — P'AB.
% , donc S | BPS | Y P'AB
1€l (A) i€l (A)

1
Dans les deux cas Z x P'AB est donc la pseudo solution de norme minimale de Iéquation X € M,, 1(R) et
i

i€l (A)
AX = B.
1
Ainsi AYB= Y — P'AB.
ier(a)
1 1 1
+p _ t _ = pt At L pt PR
VBeMm,l(R),AB_‘Z y RAB=|( 3 P4 | B Alors A _‘Z )\iPlAdapres.
i€T(A) i€T(A) i€T(A)

Remarque Ceci fournit clairement des pistes pour donner une troisiéme solution a la question 10 ou pour faire

simultanément les questions 10 et 13...
Pour étre complet examinons le cas ott A =0y, , (r)-

D’apres Q11) (b), pour tout élément B de M,,, 1(R), la pseudo solution de norme minimale de équation X € M,, 1(R)
et AX = B est Op, ,(r)-

Alors VB € My 1(R), AYB =0, ,(m)- donne alors AT =04, (r)-

’ Si A est la matrice nulle de M,,, ,(R), AT est la matrice nulle de M,, ,,,(R). ‘

1
14) Notons que A n’est pas la matrice nulle. De plus p =2, A\; =0 et A\y = 6. Alors ['(A) = {6} et AT = EPQtA.

1 1 /2 -1/2 0 1 1 -1 1 1 1 -1
AT = éPgtA: 6 -1/2 1/2 0 -1 -1 1 | = 6 -1 -1 1
0 0 1 1 il 2 1 1 2
1 1 1 -1
AT = 6 -1 -1 1
1 1 2
1 1 1 -1 2 1/2
ATB=-| -1 -1 1 2| =1 -1/2
61 1 2/ \u 1
1 -1 1 2
Nous retrouvons que si A = 1 -1 1| et B=/| 2], lapseudo solution de norme minimale de I’équation
-1 1 2 1
1/2
X e M3(R) et AX =Best | —1/2
1

15) Nous poserons A = (aj as ...ay).
1°" cas A =0, ,(r)-

En faisant m = 1 dans Q11 (b) nous pouvons dire que pour tout élément B € M1 1(R) la pseudo solution de norme
minimale de I'équation X € M,, ;1(R) et AX = B est Opq, ,(r)-

Alors VB € M1 1(R), ATB = 04, ,(r). Donc d’aprés : AT =0, ,(r) (résultat que nous avions déja montré a
la fin de Q13).
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oleme . o 4 # Oty (R)-

e n = 1. Nous avons vu dans Q4 (b) que Sp'AA = {a?} = {A'A}, p=1, \y = A'A=d}, P, =1I,.
Comme A n’est pas la matrice nulle, a; est différent de 0 et il en est de méme de A;. I'(4) = [1,1].
1 1 1

1 1
Alors AT = — P'A= —L'A=—"A= tA. D At = ——1A,
ors oL SV " ATA onc A

1
e n > 2. Nous avons vu dans Q4 (b) que Sp*AA = {0, A'A}, p=2, A1 =0, \g = A'A, P, =1, — ——"AA et

) AtA
P, = PAA. T(A) =[2,2].
s = g AA T(4) = [2,7]
Alors AT = L P'A = 1 ! PAA) A = ! ("AA)' A = ;tA(AtA)
A2 AtA \ AtA (AtA)? (AtA)? '
Comme A*A est une matrice de M (R) assimilable & un réel on obtient : AT = (At1A)2 (A*A)*A. Donc AT = AiA tA.

Ceci acheve la détermination de A™ lors que A est une matrice de M ,,(R).

Ly
Si A est une matrice de M1 ,(R), AT =< AfA
O, (r) sinon

A si A 75 OMl,n(R)

Partie IV - Etude de Popérateur A — A+,

> ’ Dans toute cette partie A est une matrice de M,, ,(R). ‘

16) Supposons dans un premier temps que A est la matrice nulle de M,, ,(R). Alors, d’aprés Q11 (b), pour tout
élément B de M, 1(R) la pseudo solution de norme minimale de I’équation X € M,, 1(R) et AX = B est O, ,(m)-

Donc VB € My, 1(R), ATB =0y, ,(r). Alors, d’apres R3], At = OM,,.,.(r)- Nous avons ainsi redemontre

> ’ Dans toute cette partie A est une matrice de M, ,(R). ‘

16) Supposons dans un premier temps que A est la matrice nulle de M,, ,(R). Alors, d’aprés Q11 (b), pour tout
élément B de M., 1(R) la pseudo solution de norme minimale de I'équation X € M,, 1(R) et AX = B est 0, ,(m)-

Donc VB € My 1(R), ATB =0y, ,(r). Alors, d’apres , AT =0, ,.(r)- Nous avons ainsi redémontré (pour la

troisiéme fois ou presque!) que:

’ Si A est la matrice nulle de M, ,(R) alors AT est la matrice nulle de M,, ,,,(R). ‘

Donc si A = Op,, ) alors AT = 0, . (%) et il est alors clair que A = AATA, AT = ATAAT 1(ATA) = ATA et
L(AAY) = AAT

1
Supposons maintenant que A n’est pas la matrice nulle de M, ,,(R). Alors AT = Z - PlA.

2

i€T(A)
p
Rappelons que ‘AA = Z i P;.
i=1
e ATA=| ) Lpia)a- > L ptaa
‘ A . A" .
i€l (A) i€T(A)
P p P, sij=i
Soit i dans T'(A). PPAA=P, Y X Pj=> N PiPj=\P carVje[lp], PP = , :
j=1 j=1 Opm,r) sinon

1
+ A — i o - ) + A — )
Alors A A—»E )\i)\ZPZ—'E P;. AA—(E P
iel(A) i€l (A) i€l(A)

AT A est alors une combinaison linéaire de matrices symétriques. C’est donc une matrice symétrique. Ainsi:

H(ATA) = AT A.
https://groupe-reussite.fr/ 11
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17) (a) e M'M'A = M'"(AM) = MAM = M et *tAIMM =*(MA)M = MAM = M, donc:

| M = M!M'A="tA'MM. |

o ALAIM = AY(MA) = AMA=Aet 'M'AA = {(AM)A = AMA = A.

| A= A'A'M = M'AA. |

o A= (AM)A donc tA =AY (AM) =tAAM. A = A(MA) donc *A = t(MA)'A = MA'A. Ainsi:

[tA=tAAM = MA'A. |

(b) Pour montrer que M = A" il suffit de montrer que VB € M,, 1(R), MB = AT B d’apres .

Cela revient & montrer que, pour tout élément B de M,, 1(R), MB est la pseudo solution de norme minimale de
I'équation X € M,, 1(R) et AX = B ou encore que ‘AAMB ='AB et MB € (KertAA)l.

Soit B un élément de M,, 1(R).
o« LAAMB = (*AAM)B = *AB.
e Montrons que M B est orthogonal & Ker?AA. Rappelons que d’apres 7 (KertAA)L =Im?AA =Im?A.

Or MB = (*A*MM)B ='A(*MMB). Donc M B est bien un élément de Im*A donc de (KertAA)L. Ainsi M B est
orthogonal & KertAA.

Ceci achéve de montrer que M B = A' B et ceci pour tout élément B de M,, 1(R). Alors:
M=AT.

Q16 montre que AT est une matrice de M,, ,,,(R) qui vérifie (*) et nous venons de voir qu'une matrice de M., ,,(R)

qui vérifie (*) est égale & A*. Alors:

AT est I'unique matrice de M, ,,,(R) qui vérifie (¥).

18) (a) Notons que (AJF)+ est I'unique matrice N de M, ,(R) vérifiant : AT = ATNAT, N = NATN, {(NAT) =
NA* et {(A*N) = A*N.

Or A est une matrice de M, ,,(R) qui vérifie: At = ATAAT A= AATA 1(AAT) = AAT et {(ATA) = AT A. Alors:

(Ah)" = a.

(b) Notons que ‘A est une matrice de M, ,,,(R).

(tA)+ est 'unique matrice L de M,, ,(R) qui vérifie: *A =*AL'A, L = L*AL, *(L'A) = L'A et *(*AL) = "AL.
Or en transposant les quatre égalités A = AATA, AT = ATAAT 1(ATA) = ATA et '(AAT) = AAT il vient:

PA = TATAT LA LAY = LAY TALAT (H(ATA)) = L(ATA), of L(F(AAY)) = H(AA™).

H(H(ATA)) ="(ATA) donne:'(PATAT) =TATAT et '(*(AAT)) =(AAT) donne '(PAT1A) =TAT A

Finalement ‘A" est une matrice de M, ,,(R) qui vérifie: ' A =tATATIA TAT = TATEALAT T(EATEA) =tAT A,

et {(tAtAT) =tA'AT. Donc:

(t4)" = At
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19) Soit x un réel strictement positif. Nous avons vu dans Q3 a que les valeurs propres de A A sont des réels positifs
ou nuls donc —z n’est pas valeur propre de ‘AA et ainsi *tAA — (—x) I, est inversible. Donc :

’ si x est un réel strictement positif la matrice *AA + x I,, est inversible.

Notons que Vi € [1,p],\; + > 0 car Vi € [1,p], A =20 et x> 0.

P
1
Posons Q, :; )\i+xPi et montrons que Q, = (*AA+ 2 1,)"!
P
Notons que "AA + z I, —ZAP+:EZP Z()\Z—i—x)PZ
i=1 i=1 i=1
P P P
1 ANit+x
AA I,) (N P | = PP;.
(¢ +z <; + z) ) j;)\jJrIg ;;/\j+x J

)\ P; sij=1
("AA+21,) Q. = Mtrp Z = 1, car V(i,5) € [1,p]°, P; P, :{ . .
i—1 OM,L (R) s1mon

(tAA+21,)Q, = In_ce qui suffit pour dlre que (*AA+x1,)"! = Q,. Cela redonne aussi l'inversibilité de tAA+x I,...

p

Pour tout réel strictement positif: ("AA + 2 I,,)

Montrons que AT = lim [(tAA + x]n)—l tA].

z—0t

1°* cas A= O (R)-

Alors AT = 0pq,, . (r) €t A = 04, ,.(r) Le résultat est alors clair car Vo € RY, (PAA+21,) " A =0u0, . %)

2leme cag 4 2 Ot (R)-
1
Alors T'(A) # (. Soit 2 un réel strictement positif. Montrons que (*AA+x1,) ' TA = " PlA.
iera) Tz
p
Si 0 n’est pas valeur propre de LAA, T'(A) = [1,p] et ainsi: (*AA+z 1) Zl y EFZ(A) N o PlA.

Supposons que 0 soit valeur propre de 'AA. T'(A) = [2, p]. donne P;'A = OAM,. 1 (B)-

P
1

Alors ({AA+xI,) ' A = —PtA— P!

ors (AA+ o fn) 2 el Z 2 /\+x

i=1 i€l (A)

D 1ty _ ptA

ans les deux cas ("AA +x1,) ''A= Z )\ P'A

i€l (A)
1 1

Notons que Vi € T'(A), A; # 0 done ¥ € (4), lim <—— = +

1 1
. t —1t . ¢ t +
Alors xhrgh [( AA+z1,) A] = mhrng | E N o PrA| = | E y P'A=AT.

1€l(A) 1€T(A)

At = lim [("AA+a21,)"""A].

rz—0t
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Appliquons cela a la matrice A de Q8.
Soit = un réel strictement positif. Calculons (*AA + x I3)~ 1.

On utilise la formule établie ci-dessus.

1/2 1/2 0 12 —1/2 0
Ieip=2A=0X=6P=[1/2 1/2 0|etP=|-1/2 1/2 0
0 0 0 0 0 1
o ) Lo (12 12 0 . /2 —-1/2 0
Al PAA+ 2 13) = P P, = 1/2 1/2 0 -1/2 1/2 0
ors( o 3) x+0 1+x+6 2 r+0 / / +:Z:+6 / /
0 0 O 0 0 1
) 1 r+6 xz+6 0 z —x 0 1 2x 4+ 6 6 0
@ (2 +6) 0 0 0 0 0 2 @ (z +6) 0 0 2
) 1 x+3 3 0
z(z+6) \ 0 =z
Finalementa:;((as—l—S)a’—l—Sb'),b:;(?)a'—i—(x—i-&b’)etc: . d = ! zc
z(x +6) x (x4 6) 6+ x (x4 6)
1 r+3 3 0
Donc (AA+al3) ' = —— 3 x+3 0 | again...
x(z+6) 0 0 .
1 T+ 3 3 0 1 1 -1 1 T T -z
Alors (tAA+;UI3)*”A:76 3 z+3 0 -1 -1 1 |= 5 - -z =z
z(z+6) \ 0 =z 11 2 wl@+6) \ 0 o a2y
1 1 1 -1
(PAA4 2 13) 1A = -1 -1 1
z+6 1 1 9
1 1 1 -1 1 1 1 -1
Alors AT = lim -1 -1 1 =-1-1 -1 1
z—0t \ T+ 6 1 1 9 1 1
1 1 -1
Nous retrouvons AT = -1 -1 1
1 1 2

20) Soit o un réel non nul. Posons A, = a A et déterminons (A,)*.

Soit x un réel strictement positif.

t “Lia (2t o R S 7 x a1 r oo NTh oy
(Aada+al) A0 = (> Ad+al,) " a'A= (o ("4A+ 5 1)) a'd=— (A4+ 51) a4

t 1, _ 1 K2 t
("AaAg+21,) Aa_a(AA+a21n) A

(Aa)" = Tim_ ((“AaAg+2 L) " A0) = lim (1 (tAA+%In)71 tA) I . ((tAA+§2In)1 tA)

r—0+ rz—0t \ o z—0+
1 -1 1
+_ 1o t tA) = 1A+
(Aa)* = = lim (( AA+ 2 1,) A) — A,
1
Va e R*, (aA)t = —AT.
a
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