Groupe Réussite

Corrigé de I'épreuve ESSEC Maths 1 2014 ECS

Partie 1.

. _(a b
1. SmtAf(c d>'

A est une matrice normale ssi tAA = AtA
. [a c a b\ (ab a ¢
By d cd) \ecd b d
; a?+c ab+cd [ a®+V ac+bd
Sl ab+ed P+d® )~ \ac+bd &+

A=
S { ab+ cd = ac + bd

.| e=b c=—b
Y abtbd=ab+bd %) ab—bd = —ab+bd

wic—b c=-b c=—b
ssic=0b ou b—0 ou a=d

Le deuxiéme cas est compris dans le premier cas, d’ou :

A est une matrice normale ssi A = | ¢ b ou A= a b .
b d —b a

La matrice nulle entrant déja dans le premier cas, on a :

A est une matrice normale ssi A = ( Z Z ) ou A= < jb Z ) , avec (a,b) # (0,0).

Pour (a,b) # (0,0), a+ib # 0,

il a b\ [ pcos(f) psin(f) \
donc 3 € R, 3p >0/ a+ib= pe?, donc ( b oa > = ( Zpsin(8) peos (0) = pRy.

Réciproquement toute matrice de la forme pRy, avec p > 0, est de la forme ( fb Z > ,d’ou :

A est une matrice normale ssi A est symétrique réelle ou bien 3p € R%, 30 € R / A = pRy. |

2. Soit A une matrice normale.

e ou bien A est une matrice symétrique réelle.
Alors *A = A, donc 'A= P(A), avec P (X) = X.
e oubien Jp e RY, I € R / A= pRy.
' _ cos(f) —sin(f) cos(f) sin(f) \ _
Alors fA+A=p ( sin ()  cos () TP sin (0) cos(0) ) 2pcos (6) I».
Donc A= —A+2pcos (0) I, donc ‘A= P (A), avec P(X)=—X +2pcos (f) .

|Dans les deux cas, on a bien trouvé P € R[X] / ‘A= P (A). |

3. Soit A une matrice normale, telle que A% — A + I, = 0.
P(X)=X%-X +1 est donc un polynome annulateur de A.
Son discriminant A vaut : A = 1—4 = —3 < 0, donc P n’admet pas de racine réelle, donc Sp (A) = 2.
Donc A n’est pas symétrique réelle. (Car une matrice symétrique réelle admet au moins une valeur
propre réelle).

Donc, d’apres la question 1, 3p € R%, 30 € R / A = pRy.
cos? () —sin? (8)  2cos (0) sin ()

—2cos (A) sin (0)  cos? (§) — sin? ()

,( cos(20) sin(20) \ _ ,
=r < —sin (20) cos (26) ) =p"Ray.

pPcos(20) —pcos(0) +1=0 (Ly)
p*sin (20) — psin (0) =0 (Lo)

Donc, en effectuant Ly +iLg, p2e*?—pe®+1 = 0, donc pe® est racine complexe de P (X) = X2—X+1.

On a alors A? = p? (

Ona A2—A+1=0, donc{

. ) . iy o
A = —3, donc les racines complexes de P sont z; = IL,XS’ =e€'3 et 29 = 14;@ =e '3,

1 V3 V3
Donc A = 2 2 :R§ ou A= :R_%.
T2 32 2

2
Réciproquement, Rg et R,g sont bien des matrices normales, et avec le calcul matriciel, on montre
qu’elles vérifient (B:_w‘)2 - R§ +I,=0et (R,l)2 — R,% + I, =0.

3

-
v

)

Conclusion : ‘les matrices normales vérifiant A2 — A + I, sont les deux matrices Rg et R,g.
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Partie II.
- a) matg, ((f*)") = ' [mats, (f*)] = ' (*A) = A = matg, (), donc|(f*)" = f.
b) matg, ((f)") = *[matg, (f )] = (A7) = (‘A)"" = (mats, (f)"", done | (f )" = (/)"
a) On note A = (ai),-, -,
A =matg, (f), done Vj € [L,n], f(e;) = 32 ases.
Or la base canonique de R® est orthonormézlpour le produit scalaire canonique,
(f(€j) les) e
Donc, par unicité de la décomposition sur une base : V (4, 7) € [1,1n]%, ai; = (f (¢;) |es) ,
done |V (i.4) € [l {f (e1) leg) = as.
b) ¥ (,y) € (R, (f (@) |y) = t<AX> Y = ("X 'A) Y = X (PAY) = (al " ().
Donc |V (z,y) € (R")”, (f (z)|y) = (z1" (v) -]
c) Soit h € L(R™) /V(z,y) € (R )2 ( (@) ly) = (zlh (y)) -
On a alors ¥ (z,y) € (R")?, (z[f* (y)) = («lh (y)),
Soit y € R™. On a alors Yz € R", (z|f* (y) — h (y)) = 0 par bilinéarité du produit scalaire,
done f*(y) — h(y) € (R")"

Or (R")* = {0} , donc £* (3) = h (1)
Donc Vy € R™, f*(y) = h(y), donc h = f*.

M:

donc Vj € [1,n], f(e;) =

i=1

tel que ¥ (2,9) € (R)’, {f (2)|y) = {al* (1) ]
. Soit f un endomorphisme normal. Donc A est une matrice normale.

Ve € R, |If (@)|* = (f (@), f (z)) = ' (AX) (AX) = 'X'AAX

Donc

= EXATAX
-

A est normale
Donc Yz € R, || (@)|* = *(*AX) (AX) = (f* (@), f* @) = Ilf* @)
Donc [Va € R, ||f @)] = [I£* ()|

. Soit g € L(R™) tel que Yz € R, [|g ()] = |lg* ()] -
Soit (z,y) € (R™)?.
g+ = lg@ +g@I*=lg@I* + g @I +2(g (2),9 (%)) -

g est linéaire

De méme, [lg* (@ +9)II” = llg" (@) +9" @ = g @I + lg" @I +2{9" (2) .9 W)

g* est linéaire
Or, par hypothese ||lg" (z + )| = llg (= + »)[I, lg" (@)l = llg (@) et [lg" W)l = llg W) -
Done ¥ (z,y) € (R, (g (2), " (1) = {9 (2), 9 ().
On note B la matrice représentative de g dans By.
Donc ¥ (X,Y) € (M1 (R)), *(*BX) (‘BY) = *(BX) (BY).
Donc ¥V (X,Y) € (M, (R))*, 'X B'BY = ‘X ‘BBY.
Donc VX € M, 1 (R), [YY € M,,1 (R), ‘X (B'B — 'BB)Y =0]
Donc VX € M1 (R), *X (B'B — 'BB) =0,
Donc YX€ M, (R), t(B'B — ‘BB) X =0,
Donc ! (B'B — *BB) =0, donc B'B = ‘BB et B est normale.

Donc |g est un endomorphisme normal. |

. Soit A une matrice normale de M,, (R) et soit B une base orthonormale de R™.
On note C' la matrice de f dans B et P la matrice de passage de By a B.

By est la base canonique de R™ donc est orthonormée pour le produit scalaire canonique, et B est
une base orthonormée par hypothése, donc P est une matrice orthogonale.

Le théoréme de changement de bases donne : A = PC P!, donc C = P~' A P,et comme P est
orthogonale, on a P~ = ‘P, donc C = ‘P A P.
Donc !CC=t(*PAP) !PAP)=tP!A*(!P)!PAP=Pt'AP'P AP =tPtAAP.
=1

. ¢ _t ¢ _t tpt _ Ot

Or A est normale, donc ‘CC = 'P (A'A) P=!P xiP P*AP=C"'C.
= :tc

Donc C' est une matrice normale.

Conclusion : [si A est normale, la matrice de f dans toute base orthonormée est normale.
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Partie III.

e Soit A une matrice normale.
Par définition, A commute avec *A, donc avec toutes les puissances de ¢ A.
De méme, ‘A commute avec A donc avec toutes les puissances de A.
Et finalement toutes les puissances de A commutent avec toutes les puissances de *A.
On pose S = ‘AA. Onadonc Yk € N, ¥ = (‘AA)" = (1A)" AF = ¢ (AF) AF,
e On considére maintenant une matrice A normale telle qu'il existe p € N* / A? = 0 et on note
toujours S = tA A.
On a alors SP = ! (AP) AP = ' (AP) x 0 = 0.
Or'S="1A4"('4A)=tAA =S5, donc S est symétrique réelle.
S est donc diagonalisable, et il existe une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale,
telles que S = P D P~L.
Notons alors D = diag (A, A2, ..., A\n). Ona D = P71 SP donc DP = P71SP P =P 1 AP =0.
Or DP = diag (A, A5, ..., \2), donc Vk € [1,n], A} =0, donc Vk € [1,n], A\, =0.
On en déduit que D = 0, donc que
e $=0,donc ‘AA=0,donc VX € M,; (R), ‘X'AAX =0.
Donc VX € M, 1 (R), "(AX) AX =0,
donc VX € M, (R), ||AX|]*=0.

donc VX € M,,; (R), AX =0, et donc
Soit A une matrice normale, et P € R[X] et ¢ € N*/ P1(A) = 0.

On pose alors P = > a, X* et B= P (A).
k=0

'BB="(P(A) P(A)=" (ga1A1> (JZT%%AJ') = (;}az (‘A)i> (JZT:OajAj> =33 aa, (1A) A,

i=0j=0

Or A est une matrice normale, donc toutes les puissances de {4 commutent avec toutes les puissances
de A,

donc ‘BB =33 aa; A7 (PA) = 3 S a0, A7 (PA) = (z ajAj> (z a; (tA)") = B'B.
i=0=0 j=0i=0 j=0 i=0
Donc B est une matrice normale.

B est une matrice normale, et 3¢ € N* / B9 =0, donc B = 0 par la question 9.

Donc | P (A) = 0.

Par hypotheése, M2+ M — M = I,,, donc *M = M? + M — I,,.

Donc M = ' (M24+ M —1,) = (M)’ +*M — I, = (M>+ M — In)2 + (M2 +M—1,) — I,.
Les puissances de M commutant entre elles, on peut appliquer la formule du bindme.

Donc M = (M*+ M? + I,, + 2M3 — 2M? — 2M) + (M?*+ M — I,,) — I,.

Donc M* +2M? —2M — I, = 0.

Donc | P=X*+2X3~2X — 1 est un polynome annulateur de M. |

On remarque que 1 et —1 sont des racines de P, donc‘ P=(X?-1)(X2+2X+1)=(X-1)(X + 1)3‘

Donc Q = (X — 1)* (X 4 1)® est aussi un polynéme annulateur de M.

Donc | (M — 1) (M + 1) = 0.|

IMM=M*+M—-1I,)M=M(M?>+M—1,) = M'M, donc M est une matrice normale.
De plus, en posant T (X) = (X — 1) (X + 1), on a T? (M) =0,

donc d’aprés la question 10, 7' (M) = 0.

On a donc (M — I,,) (M + I,) = 0, donc

On en déduit que ‘M = M? + M — I, = M, donc que | M est une matrice symétrique réelle.

A est une matrice non nulle, donc A admet un polynéme annulateur non nul noté R.

Supposons alors R constant égal & . On a alors R (A) = ald. Or a # 0 car R polynoéme non nul,
donc R (A) # 0.
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On obtient une contradiction avec R polyndme annulateur.

Donc R est un polyndéme annulateur non constant de A. D’aprés le théoréme de factorisation dans
R[X],ona:

P S
R=al] (X - a]-)k" IT (X2+8.,X +7m)lm 00 @i, ..., sont les p racines réelles deux & deux
j=1 m=1

distinctes de R et ki, ..., k, leurs multiplicités respectives, a est le coefficient dominant de R, et ot
les polynoémes du second degré a coefficients réels X2 + 3, X + +,, n’ont pas de racine réelle, mais
des racines complexes non réelles conjuguées (ce qui se traduit par [331 —4y,, <0).

p s
Posons P = [[ (X —q;) [] (X?+8,X+7,) et ¢ = max (ki ko, ..., kp,l1,..., 1) . ¢ € N* car

j=1 m=1

deg (R) > 1.
On a alors R divise P? et on note @ € R[X] / P1=Q x R.

D’oa P1(A) =Q(A) x R(A)=0.
=0

On a donc A matrice normale, P polynéme et ¢ € N* tels que P?(A) = 0.
Donc, d’apres la question 10, P (A) = 0.
Or, pour m € [1,s], X%+ 3,,X +7,, admet deux racines complexes conjuguées (distinctes) que 'on
note z,, et z,,.

P s
Dou: P=]] (X —ay) [I (X —2n) (X —Zn).

j=1 m=1

R étant non constant, p ou s est un entier supérieur ou égal & 1, donc P est de degré au moins 1 et
n’admet que des racines complexes simples. Donc :

| P est un polynome annulateur de R [X], de degré au moins 1 |

|et dont toutes les racines complexes sont de mutiplicité 1. |

Iy # @ d’apres la question précédente. Et un polyndme admettant au moins une racine complexe
simple est au moins de degré 1.

Donc Dy # @, Dy C N et est minoré par 1, donc | D4 admet un minimum noté d, avec d > 1.

=

a) Par définition, on a m = a [ (X — Ag), avec a # 0.

k=1

On considére A comme matrice de M, (C).
7 est un polynome annulateur de A, donc Sp (A) C {A1, Aa, ..., Aa}-

Supposons alors qu'il existe ky € [1,d] / A, ne soit pas valeur propre de A. Alors (A — g, I,,) est
inversible.

7 est un polynome annulateur de A, donc 7 (4) =0,

d
donc a [] (A—MNI,) =0,

k=1

d
donc (A — A1) xa [ (A= Ml,) =0 (car les A — M1, 1<k < n, commutent).
k=1
k#ko

d
Or (A — Mg, 1) est inversible, done (A — Mg, L)™' X (A — Ao L) X a T[] (A= M) =0,
oy
d d
donc a J] (A—MI,) = 0. Donc R = a [[ (X —\) est un polyndome annulateur de degré d — 1
2y 2o
(car a # 0) de A.

Et on obtient une contradiction avec la définition de d.

Donc | A1, .-, Ag sont les valeurs propres complexes de A.

b) Par hypothese 7 € 4, est de degré d. Avec les notations de la question précédente, a # 0 et on a
clairement %71’ € 1,4, de degré d et de coefficient dominant égal & 1.
D’ou lexistence.

Soit alors un polyndome P de 14 de degré d et de coefficient dominant 1. D’aprés a), les racines de P
sont exactement les valeurs propres de A (et donc toujours d’apres a), exactement les racines de ),
et elles sont simples car P € 4.

d
Donc P = J] (X — Ax) = L7. Et on a bien montré 'unicité.
k=1

d
L’unique élément de I4 de degré d et de coefficient dominant égal a 1 est [ (X — A).
k=1

4. Soit M € M, (R) / M2+ M —1I,=0et M # +I,.

On a vu & la question 11 que M? = I,, et M est symétrique réelle.
M? —1,=0,donc X2 —1= (X —1)(X + 1) est un polynéme annulateur de M,
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donc Sp (M) c {-1,1}.

Comme M est symétrique réelle, M admet au moins une valeur propre réelle, et Sp (M) # @.

D’ou Sp (M) = {1} ou Sp(M) = {—1} ou Sp (M) = {-1,1}.

Supposons que Sp (M) = {1}. M est symétrique réelle donc diagonalisable et il existe P orthogonale
et D diagonale telles que M = P D P!,

Sp(M) = {1}, donc D = I,, donc M = PI,P~! = I,, ce qui est exclu par I’énoncé. Donc
Sp(M) £ {1}.

De méme, on montre que Sp (M) # {—1}.

On en déduit que Sp (M) = {—1,1} et par la question précédente que |7TM =X-1)(X+1) |

Partie IV.

f est un endomorphisme normal, donc d’apres la question 6 : Vo € R”, ||f (z)| = || f* (2)]| .
Soit x € R™.
zeker (f) e f@) =0 f(@)=0 & /" @[=0&f(2) =0z cker(f).

f normal
Donc | ker () = ker (f*).

Soit A € R. On note g = f — Ald.
matg, (9*) = ' (A — \I,) NP LA— N, = 'A— )\, = matg, (f* — Md).
linéarité de la transposce
Donc g* = f* — \d.
De plus g* o g = (f* — Ad) o (f — M\Id) :f*of—)\f—/\f*+)\21d.
Comme f est normal, on en déduit : g*og = fof*—Af—Af*+X*Id = (f — Md)o(f* — Md) = gog*.
Donc g est un endomorphisme normal, et d’apres le calcul précédent, on a ker (¢g*) = ker (g),
done [ker (f* — Md) = ker (f — AMd) ]
A valeur propre de f < ker (f — Md) # {0} < ker (f* — Md) # {0} < X valeur propre de f*.

Donc | f et f* ont méme valeurs propres |,

|et lorsque Sp (f) # @ et A € Sp(f), les sous-espaces propres de f et f* associés & A sont identiques.|

16. Soit @ € R[X] et F =ker (Q (f)).

e F' est le noyau d’un endomorphisme de R™, donc | F' est un sous-espace vectoriel de R™. |

e Soit x € F. Alors :
QN @I=1Q(f) o fl(z) Ny [fe@(N(=)=fR(UN (=]  [f(0)=0
£ et Q(f) commutent z€ker(Q(f))
Donc f (z) € ker (Q (f)) -
On en déduit que | F =ker (Q (f)) est stable par f. |

e On a déja vu que, puisque A est normale, *A commute avec toutes les puissances de A, donc
A commute avec P (A), ou P € R[X].
Donc f* commute avec @ (f) et avec le méme raisonnement qu’au point précédent :

|F est stable par f*. |

e Soit x € F*.

WweF (f@)ly) = (lf ).

d’aprés 5.c)
Or F est stable par f*, donc f* (y) € F. Et comme x € F*, on a (z|f* (y)) = 0.

Donc Yy € F, (f (z) ly) =0, donc f (z) € F*.

Donc |FL est stable par f. |
e Le méme type de raisonnement montre que |F L est stable par f*.
e Stz P fro(fi) (@) = fof') = fof(

z et f*(x) sont dans E f est normal
Donc fro (fr)" () = (fr)" o (fr) (z), car F est stable par f.
z et f(z) sont dans F

Donc fro (fr)" = (fr) o (fr), et | fr est un endomorphisme normal de F|

e Le méme type de raisonnement montre que | fro est un endomorphisme normal de F'-. |

Y@y € P (@l S @l = (@l W) = el ) )

zeE f est normal yeF
D’autre part, fr est un endomorphisme normal, donc V (z,y) € F2, (fr (z)|y) = (z| (fr)" (v)).

Et par I'unicité admise en page 3, on a|(fr)" = (f*)p
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17. a) On suppose que 74 admet une racine réelle \.

D’aprés la question 13, les racines de 74 sont les valeurs propres complexes de A.

A est donc une valeur propre complexe de A, et comme A € R, ¢’est en fait une valeur propre ... réelle
de A.

Donc, par définition, ker (f — AId) # {0}, donc | il existe e # 0 appartenant & ker (f — \Id). |
Posons alors F = Vect (e). e # 0, donc dim (F) = 1.
Soit z € F. Alors 3o € R / z = ae, donc f (z) = af (e) = ade et f(z) € F.

Donc |F = Vect (e) est un sous-espace vectoriel de R™ stable par f. |

De plus e € ker (f — M d) et ker (f* — M d) = ker (f — M d), donc e € ker (f* — AId), et on montre
de méme que | F = Vect (e) est un sous-espace vectoriel de R" stable par f*.

b) On suppose que 74 n’admet pas de racine réelle. Par définition, 74 n’admet alors que des racines
complexes simples.

On note z une racine complexe non réelle de 4.

7 est & coefficients réels, donc Z est aussi racine complexe non réelle de 74 et comme z ¢ R, on a
z#£Z.

Donc (X — z) (X — %) divise m4.

Or (X —2)(X—2)=X2—(24+2) X +22=X>—2Re(2) X + |2*.

On pose alors a = — Re (2 +Z) et b= |2|*.

On a bien a et b réels, a® — 4b < 0 (car X2 + aX + b n’admet pas de racine réelle) et X2 + aX + b
divise 7 4.

Onnote @ e R[X] /ma=(X?+aX +b)Q

Supposons alors f2 + af + bld inversible.

74 est un polynéme annulateur de A donc 74 (f) =0,

donc (f2 +af +bld)oQ(f) =0.

En composant & gauche par (f2 + af + bl d)71 , on obtient @ (f) = 0, donc Q polyndéme annulateur.

Or @ divise 74, donc soit @) est constant non nul et on obtient une contradiction avec () polynome
annulateur, soit deg (Q) = d — 2 > 1, et @ n’admet que des racines simples, et on obtient une
contradiction avec la définition de d.

Donc | f?+ af + bId est un endomorphisme non inversible.

G = ker (f? + af + bId) n’est donc pas réduit a {0}, et d’apres la question 16, G est stable par f,
donc fg est bien défini.

¢) On note B la matrice de g dans une base orthonormée de G, et C celle de h dans cette méme base
orthonormée de G.

h=g+g*, donc C =B+ 'B. Donc ‘C = 'B+ '(‘B)='B+B=_C.

C' est une matrice symétrique réelle, donc C' est diagonalisable, donc | h est diagonalisable.

d) F=Vect (e, f (e)) et e # 0 car c’est un vecteur propre, donc 1 < dim F' < 2 est clair.
Soit z € F. On note alors (o, 3) € R* / z = ae + Bf (e).

e Dou f (z) = af (e) + Bf*(e). Or e € G, donc f2(e) + af (e) + be = 0.
Donc f (z) = af (e) + 3 (—af (e) — be) = —=bfe + (o — a) f (), donc f (x) € F.
o [*m)=af (e)+f e fle) o af(e)+0fof (e)=af (e)+Lf[f (e)].

f est normal

Or e € G et est un vecteur propre de h, donc IXA € R / h(e) = Ae.
Donc g (e) + g* (e) = Xe, donc f* (e) = Ae — f (e).

Do f*(x) =a(e—f(e)+8 | M- () ,
——
=—af(e)—be car eeG
donc f*(z) = (A —bB)e+ (—a+ A3 —apB) f ().
Donc f* (z) € F.

On en déduit que | F est stable par F' et F* et de dimension 1 ou 2.|

18. Posons alors, pour n € N*, ’hypothése de récurrence H,, : ”si f est un endomorphisme normal de R™,

D VI | E P 0
0 .
il existe une base orthonormée de R telle que la matrice de f est de la forme Ay
P1 R01
: - i 0
0 0 pR

ol Ay, ..., A\, sont des réels, py, ..., p, sont des réels strictement positifs, et 61, ..., 6, des éléments de
[0,2x[. "
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Pour n = 1. Toute matrice de M; (R) est de la forme (\), donc H; est clairement vraie.

Pour n = 2. Alors d’apres la question 1, la matrice A de f (endomorphisme normal) dans une base
orthonormale est soit symétrique réelle, soit de la forme pRy.

e ou bien A symétrique réelle. Comme A est la matrice de f dans une base orthonormale, f
est un endomorphisme symétrique, donc f est diagonalisable dans une base orthonormée B’ de

A0

0 X /)’

e Ou bien A est de la forme pRy, et on peut toujours prendre un argument 6 dans [0, 27|.

vecteurs propres. On a alors matp (f) =

Donc Hy est vraie.

Soit n € N*. On suppose H,, et H, 1 vraies.

D’aprés la question 17, il existe un sous-espace vectoriel F' de R"*? de dimension 1 ou 2 stable par
fet f*
e ou bien dim (F) = 1. Alors il existe une base orthonormée B; de F telle que matg, (fr) = (N).
Dans ce cas dim (F*) = n+ 1, et avec le méme type de démonstration qu’a la question 16, F*
est stable par f et f* et fgr est un endomorphisme normal de F.

Donc, par ‘H, 1, on peut trouver une base orthonormée B, de F1, telle que matg, (fp1) soit de
la forme demandée.
F et F'* sont orthogonaux et supplémentaires, donc en juxtaposant B; et B,, on a bien une
base orthonormée B telle que matg (f) soit de la forme demandée.

e ou bien dim (F) = 2. Alors, d’aprés Ha, il existe une base orthonormée B; de F telle que
matg, (fr) soit diagonale ou de la forme pRy.
Dans ce cas, on a dim (F L) =n, et par H,, et les mémes arguments qu’au point précédent, on
peut trouver une base orthonormée B, de FL, telle que matg, (fr1) soit de la forme demandée.

On juxtapose B et Bs, et en réordonnant éventuellement les vecteurs, on trouve bien une base
orthonormée B telle que matp (f) soit de la forme demandée.

Donc H,,+2 est vraie.

On conclut par le théoréme de récurrence double.

19. Dans ce cas,| A est diagonalisable.|

De plus on a montré que A est diagonalisable dans une base orthonormée, donc il existe () une
matrice orthogonale (car matrice de passage de la base canonique By orthonormale pour le produit
scalaire canonique & une base orthonormale), telle que A = Q D 'Q.
Donc ‘A= t('Q) D'Q =Q D'Q = A, donc A est symétrique réelle.
On vient donc de montrer que : si A est une matrice normale, et 74 a toutes ses racines réelles, alors
A est symétrique réelle.
La réciproque étant claire, on a :
A est une matrice normale, et 74 a toutes ses racines réelles ssi A est symétrique réelle.
Partie V.
20. Onnote P = (X +1)" = X" — 1. On a donc P’ = 7(X +1)°® — 7X5.
Soit z € C.
PR =0 [+ -2=1  [(+D)S-=1
P'(2)=0 T(z+1)° =725 =0 (z41)% =25

Il
Y

‘i){ii;)‘i:zﬁ @{ Ik e[0,5] /2

(z+1)°=1
@{ ou{zze% ou{zze%w ou{2271
2=1 410 =1 (z+1)°=1 0°=1
- I On note (Sk), 0 < k < 5 les six systémes obtenus.
Ou{( +1)f=1 Ou{ 210 =1

On a clairement (Sp) et (S3) qui sont impossibles.

Pour (Sy): 14 ¢e% =% (e’% +e%) =e% x2cos (£) =V3ev,

donc (z+1)° = (\/g)6 em = — (\/5)6 (S1) est donc impossible.

On prouve de méme que (S5) est impossible, et que la deuxieme équation de (Ss) (et de (Sy)) est
compatible avec la premiére.

ond P2 =0 _ e s
Dou{ P'(2)=0 Sz=e€e3 ouz=e€e3 =e 3.
On a donc e’ et =" racines d’ordre de multiplicité au moins 2 de P.
De plus 0 et —1 sont deux racines évidentes de P.

Et enfin, en développant avec Newton, on trouve que deg (P) = 6 et que le coefficient dominant de
Pest7.

2im _ 2in

Diou |P = 7X (X + 1) (X—eT)Z(X—e 3)

2im

Or (X =) (X =) = X? —2c08 () X +1, dott|P = 7X (X + 1) (X2 + X + 1) |
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22.

23.

24.

25.
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cos (£) sin (%)

—sin (£) cos (&)

On constate que R'R = I,.

On note R = (

N—
—
e

ol
S—

A est inversible donc la seule valeur propre réelle de A est —1

D’aprés la question 18, on peut trouver une base orthonormée B telle que la matrice A de f soit de

100 e e e 0
0 .
la, forme o b “ |, que 'on notera H = diag (—1,...,—1, R, ..., R) , méme si
: R
: . .0
0 -+ -+ -.- 0 R

H n’est pas diagonale mais juste ”diagonale par blocs”, puisque R est une matrice de Ms (R).

On note @ la matrice de passage de By, qui est orthonormale a la base orthonormale B. @) est donc
une matrice orthogonale.

A'A=QH @ 'H'Q=QH'H'Q=Qdiag (-1)*,...,(-1)>,R'R, .., R'R) 'Q
=1,
=Qdiag(1,...1,1,.... 1) 'Q = QL,'Q = I,

Donc A'A = I,,, donc | A est une matrice 0rthog0nale.|

Onreprend P= (X +1)" = X7 — 1 =7X (X + 1) (X2 + X + 1),

On a par hypothése que P (A) = 0, donc TA (A + I,,) (A2 + A+ 1,)* = 0.

Or A est inversible, donc on peut multiplier I’équation matricielle par A7%,

dot: (A+ 1) (A2+ A+ 1,)° =0.

On a donc (A + 1,)* (A2 + A+ I,)* = 0, et comme A est une matrice normale,

ona (A+1,)(A2+ A+ 1,) = 0 d’aprés la question 10.

Donc A% +2A2 +2A + 1, = 0, donc A (—A2 — 24 —21,) = I,,, donc A~t = — A% — 24 — 2],,.

Or, d’aprés la question précédente, A est une matrice orthogonale, donc A = A~! = — A2 24 -2],,.

Donc | A est un polynéme en A. |

On suppose que A # —1I,, et que n est impair.

D’aprés la question 18, A admet au moins une valeur propre réelle car n est impair (on ne peut pas
avoir que des matrices Ry sur la "diagonale” dans la forme de la question 18).

A est inversible, donc 0 n’est pas valeur propre de A.

A # —1I,, donc d’aprés la question 18, il y a au moins une matrice du type Ry sur la ”diagonale”
dans la forme proposée, donc 74 admet au moins une racine complexe non réelle.

Don: [ms = (X +1) (X2 + X +1).]

Partie VI.

Dans cette partie, on supposera n > 2.

74 a toutes ses racines réelles, donc d’aprés la question 19, A est symétrique réelle.

Donc ‘A= Aet | P(X)=X convicnt.|

Soit @ € [0,27[. On note Ry = ( cosd sind ) .

—sinf cosd
i _ [ cos@ —sinf \ [ cos(—0) sin(—0) \ _
Alors *Fg = ( sin cosf ) N ( —sin(—0) cos(—0) ) Bo.

D’apres la question 18, on peut trouver une base orthonormée C de R™ telle que la matrice M de f

AN O e e e D
0 .
. : A
soit de la forme M = Mc¢ (f) =
p1Ro,
: . .0
0 - «ov o0 pR,
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D’apres le résultat admis dans 1’énoncé a la page 3, la matrice de f* dans la base orthonormée C est
tM.

A0 0
0 -
¥t : Ar
Donc | Me (f*) ="M =
' lefgl
: . 0
0 0 R,

On note M = diag (A1, ..., \r, pyRa,, -, pyRe,) , méme si a nouveau, M n’est pas diagonale, mais
seulement diagonale par bloc, puisque pour g € [1,t], p, Ry, € My (R). On admet que les produits
entre matrices diagonales par blocs fonctionnent comme les produits entre matrices diagonales (faites
quelques exemples pour vous convaincre).

Donc pour k € N, M* = diag ()\If, o AR ok (Rgl)k sy PF (Rgt)k)

p
et pour P = > a;,X*, on a P (M) = diag (P (\1),....,P(\), P(p1Re,) ;... P (p;Ra,)) -
k=0

D’ou :

(f* = P() & (Mc (f*) = Mc (P (f)) & ("M = P(M))
{ vk e [1,7], A= P ()
vk € [L,t], ppR-o, = P (p,Ro,)

Soit alors @ € [0, 27| et Ry = ( cosf sinf ) .

—siné cosf
«a est valeur propre de Ry ssi (Ry — aly) n’est pas inversible
ssi det (Rp — aly) =0
ssi (cosf — a)® + (sinf)® =0
ssi (cos — a)? — (isinf)® =0
ssi (cosf — o+ isinf) (cos — a — isinf)

ssi oo = e ou v = e .

1 et e
On remarque que Ry X ( ; ) = ( sinf +icosh > =e ( ; )

etqueRgx(1>:e”9(l>.

. ) 1 ]
Donc e et e sont valeurs propres (éventuellement confondues) de Ry et (( ; ) , ( i )) est une

base (les deux vecteurs sont clairement non proportionnels) de vecteurs propres

associés.
1 g e? 0 .
On pose Q = i1 ) On a donc YO€ [0, 2, Ry = Q 0 it Q.
peiO 0 .
Et Vp>0, V0 €[0,2n], Rp=Q e ) Q7
0 pe
noté Ag
P
Soit P € R[X]. On note P (X) = ) ap X*.

k=0
Soit p > 0 et 0 € [0, 27].

P = £ ol = £ 0 QA0 ) = S (@x 4 x Q) = L ) @

k k=0
r p e Ppe®) 0
' kgoak ¢ kzzoak ( 0 (/)e“a)k 0 P (pe"s)
P (pei‘g) 0 1 N .
Donc P (Ry) = Q 0 P (pe’“’) @', avec la méme matrice () pour toutes les valeurs de

On revient a I’équivalence du début de la question.

. VE e [1,r], A=P ()
(f - P(f)) “ { vk € [[]wﬂ]v pkkR—ﬁk :IjD(kaGk)

Vk e [1,r], A= P ()
by, W
9 ke L4, Q ( Pkeo Oiﬂk ) 01=0Q ( P (pge ) P (p;*m’“) ) Q!

Pre
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Vk € IILT’]], Ak = P(Ak)
@{ -

vk € [L.1], (’f)’“ !?k):<P%lk) P&?))

{ VEk € [[17'[‘]]7 A = P()\k)
vk € [[Lﬂ]v EZP(/%) et i :P(m)
Et comme P est a coefficients réels, on a finalement :
VEk e [1,r], A =P (\)
*=P & e .
R P RN

. Pour k € [1,7], A\, € Ret Ly € R[X] est clair.

P
De maniére naturelle, le conjugué du polynéme & coefficients complexes U = Y a;, X* est le polynome
k=0
_

U= aXF,
k=0

et on a pour a complexe et (U,V) € (C[X])?, U+V=U+V, aU=aUctUxV=UxV.
DeplusU eR[X] & U =T.
Soit k € [1,¢] . On remarque que Qy (X) = T} (X).

Done 75Q (X) + T (X) = TQu (X) + T (X) = 1T (X) + Qi (X) -

Doncfi; Q. (X) + 11Tk (X) est & coefficient réels.

On en déduit que |P € R[X].
Soit j € [1,7] .
T t
Py) = ];)\kLk (A) + k; (e Qk () + T (7)) -
Or A; est racine de S, donc Q (A;) = T (A;) = 0.
[ O0sij#k
Eth(/\]-)f{ NS
Done 75 £ [Lr]. PiA;)=A;

Soit j € [1,1].
P () = 5 Al (1) + 3 (Q () + T ()

Or p; est racine de @, donc de Ly, donc Ly (uj) = 0.
_ 5(m) b (rym) () wmg) _ [ Osij#k
Qk (/Lj)  S(uk) X (H (ko —m) (g —T07) S (Hk—l‘_k> - 1 si ] =k -

_ S(w) b (=) (v ) B\ _
Te (1) = sty (H e | < (55) =0

Donc Vj € [L,¢], P (y;) =7%;.

OnaVje[Lr], P(\)=XetVje[Lt], P(y) =1
donc, d’apres la question 26, f* = P (f), donc ‘A = P (A).

De plus, on remarque que deg(S) = r, pour k € [L,7], deg(Ly) = r — 1 + 2t et pour k €
[1,t], deg(Qx) =deg(T) =r+2(t—1)+1=r+2t—1.
Donc deg (P) < 7 — 1+ 2¢, donc deg (P) <n — 1.

|On a bien trouvé P dans R [X], de degré inférieur ou égal & n — 1, tel que *A = P (A). |

2im

. Onaalors S(X)=X(X+1), Q(X)=X*+X+1=(X—j) (X —Jj),onj=e~.
Onadonc A\; =0, Ay =—1et py =J.
Donc @ (—1) =1et Ly (X) = (—X) (X2 + X +1).
Deplus,onal+j+32=0, j3=1etj2=7.
Donc S (puy) =S(j) =j (1 +1) =34 (=5%) = —j* = ~-1.
De méme, S (i) = —1.
Dot @y (X) = —X (X +1) (f—;]L) et T (X) = —X (X +1) (]X—;]z) .
Donc P =0 x Ly — Ly + (j2Q1 + jT1) .
Et aprés calculs, on trouvelP:2X3+3X +2‘|
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