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Esprit de l’épreuve

Vérifier ches les candidats l’existence des bases nécessaires pour des études supérieures  
de management.
Apprécier l’aptitude à lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et l’appliquer 
(théorème)
Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.  

■ Sujets 
Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

■ Evaluation 
Exercices de valeur sensiblement égales.

■ Epreuve
Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,
Les candidats sont invités à soigner la présentation de leur copie, à mettre en évidence les 
principaux résultats, à respecter les notations de l’énoncé, et à donner des démonstrations 
complètes (mais brèves) de leurs affirmations.
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Exercice d’algèbre 
PARTIE I 

I1.   3, , , ( , , ) 0Kerf x y z f x y z   . Ce qui amène à résoudre
0

0
2 0

2 0
2 2 0

x
x

x y z
y z

x y z


          

. 

  0, , 2 , {(0,1, 2)}Kerf y y y Vect     .Donc u constitue une famille génératrice de Kerf  

Le vecteur  0,1, 2u   est non nul, il constitue donc une base de Ker f . 
D’après le théorème du rang, Im f est de dimension 2.  
De plus    Im (1,1,2);(0,2, 2);(0,1, 1) (1,1,2);(0,1, 1)f Vect Vect     La famille  (1,1,2);(0,1, 1) est 
donc génératrice de Im f, espace vectoriel de dimension 2, et contient deux vecteurs  

Im f a donc pour base :  (1,1,2);(0,1, 1)  
 
I2.  0Kerf  , f n’est donc pas un automorphisme de 3 et 0 est une valeur propre de f. 
 
I3. 0 et ( ) 0; 0 et ( )u f u v f v v     ; u est donc un vecteur propre de f associé à la valeur propre 0 et v est 
un vecteur propre de f associé à la valeur propre 1. 
 
Le sous espace propre de f associé à la valeur propre 0 est Kerf de dimension 1 d’après I1. 
Le sous espace propre de f associé à la valeur propre 1 est 

 3
1( ) ( , , ) ; 2

2 2

x x
E f x y z x y z y Vect v

x y z z

  
         
     

 Dim 1( )E f =1. 

I4. 
2 3 2 3 2(1 )

0 0 0 0 0 0
1 2 1 2 2 1 3 ² 0
2 2 1 1 2 1 1 2 1

L L L L L
A I



  
     

  
   

       
                  
              

 

Les valeurs propres sont donc 0 et 1, la somme des dimensions des sous espaces propres est 2, f n’est pas 
diagonalisable. 
 

I5. On a 
2 1 22

1 1
2 1

2 2 2 1 4 4 3
2 2 1

L L L

x x
x y z x y z

x y z y
x y z y z

x y z z
 


                        

 

Les vecteurs t solutions sont les triplets 1 3, ,  avec 
4 4

t z z z    
 

. 

I6 D’après la dernière colonne de T, ( )f w v w  , w est un des vecteurs t précédents avec z =0. On a donc w
1 3, ,0  
4 4

w    
 

. Reste à prouver que  , ,u v w est une base de 3 . 

Soient trois réels , ,   tels que 0u v w      

0u v w     

1 0
4 0

3 0 0 0
4

2 02 0




       
  

 


           
     


 :  , ,u v w est une famille libre de 3 

vecteurs de 3 , donc une base de 3 . La matrice de f dans cette base est bien T. 
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PARTIE II 
II1. ( ) ( )f g g g g g g g g f    
On applique à u : f (g(u))=g (f(u))=g(0)=0 et f (g(v))=g (f(v))=g(v). 
 
II2. f (g(u))=0 donc  ( )g u Kerf Vect u  , donc il existe un réel a tel que g(u)=au 

f (g(v))=g(v) donc  1( ) ( )g v E f Vect v   et il existe un réel b tel que g(v)=bv. 
 
II3. On vient de voir g(u)=au  et g(v)=bv ce qui donne les 2 premières colonnes de la matrice N.  
g(w) peut s’écrire dans la base  , ,u v w  : g(w)=cu+dv+ew où c, d, e sont des réels ce qui donne la troisième 
colonne. 
 

III4.Si g existe, sa matrice dans la base  , ,u v w est 
0

0
0 0

a c
N b d

e

 
   
 
 

 et, comme g g f ,  elle vérifie 

²N T   

Ce qui donne : 

² 0 0
0 0

² 1 ² 1
1 ( ) 1

² 1 ² 1

a a
ac ce c

b b
bd de b e d

e e

  
       
     

   

 On a donc 1, 1b e    mais 0b e   

Si 1b  alors 1e  et 1
2

d   

Si 1b   alors 1e   et 1
2

d    

 

On a donc deux matrices possibles 1

0 0 0
10 1
2

0 0 1

N

 
 
 
 
 
 

et 2N   1

0 0 0
10 1
2

0 0 1

N

 
 
    
 
  

 

 

Comme 2
1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 10 1 0 1 0 1 1
2 2

0 0 10 0 1 0 0 1

N T

   
    
                  

   

 et  22
2 1N N T    

 
On conclut qu’il existe donc bien des endomorphismes g tels que g g f . 
(Plus précisément il en existe 2, dont les matrices dans la base  , ,u v w sont les deux matrices précédentes). 
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Exercice 2 analyse 
1. f(0)=1>0 et pour x strictement positif, f(x) a le signe de ln (1+x)>0 : f>0. 
On montre par récurrence que , nn u  existe et 0nu   : 0u e , donc 0u existe et 0 0u   . Si nu existe et  

0nu  , alors d’une part 1 ( )n nu f u  existe puisque [0, [fD   , d’autre part 1 ( ) 0n nu f u   d’après 
l’étude du signe de f. La propriété est héréditaire. Conclusion : , nn u  existe. 
 
2. informatique 

 
3. f est continue sur ]0, [ comme quotient de fonctions usuelles continues, le dénominateur ne s’annulant 
pas sur cet intervalle. 

En 0 : 
0

ln(1 )x x , 
0

lim 1 (0)
ln(1 )x

x f
x
 


 Donc f est continue en 0 et par conséquent sur [0, [ . 

4. f est de classe 1C sur ]0, [ comme quotient de fonctions usuelles de classe 1C , le dénominateur ne 
s’annulant pas sur cet intervalle. 

5. 1ln(1 ) ² ² ( )
2

x x x x x     et 1(1 ) (1 ( )) ² ² ( )
1

x x x x x x x x x x x
x

        


 

1 1ln(1 ) ² ² ² ( ) ² ² ( )
1 2 2

xx x x x x x x x x x
x

         


.  

Sur ]0, [ , 
ln(1 )

1'( )
(ln(1 ))²

xx
xf x

x

 



 avec 

0

1 1ln(1 ) ² ² ( ) ²
1 2 2

xx x x x x
x

   


 et
0

(ln(1 ))² ²x x . 

Par quotient : 
0

1'( )
2

f x  

 
6. On utilise le théorème de prolongement d’une fonction de classe 1C : (1)  f est continue sur [0, [ (2)  f est 

de classe 1C sur ]0, [ (3) 
0

1lim '( )
2x

f x


 , limite finie. Donc f est de classe 1C sur[0, [  

 
7. 1 1 ln(1 ) 1x e x e x         par croissance de la fonction ln sur  0,  
En multipliant par (1+x)>0, on obtient (1 )ln(1 ) 1x x x    . 

( ) (1 ln(1 ))
ln(1 )

xf x x x
x

   


avec 1,ln(1 ) 1,1 ln(1 ) 0x e x x       : ( ) 0f x x  , donc ( )f x x . 
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ln(1 ) 11'( ) [(1 ) ln(1 ) ]
(ln(1 ))² (1 )(ln(1 ))²

xx
xf x x x x

x x x

 
    

  
  

Dans le crochet : (1 ) ln(1 ) 1x x x x     , devant le crochet, tout est positif, donc 1, '( ) 0x e f x    . 
 
8. Démontrons par récurrence que , 1 nn e u    . Pour n=0, 0 1u e e    
Supposons que pour un certain n, 1 ne u  . 

1, '( ) 0x e f x    et f est croissante sur[ 1, [e  . On a donc ( 1) ( )nf e f u  .  

Or 1
1( 1) 1,  et ( )

ln( ) n n
ef e e f u u

e 


     , donc 11 ne u   . La propriété est héréditaire.  

, 1 nn e u      
 
9. On vient de prouver que la suite  nu est minorée par e-1.  
 

1, ( )x e f x x     , on applique cette inégalité à nu qui est bien dans l’intervalle [ 1, [e  pout tout entier 
naturel n  et on obtient 1( )n n n nf u u u u   .  
La suite est décroissante, donc elle converge.  
Sa limite L [ 1, [e   , f est continue sur[0, [ , la limite L vérifie L=f(L).  

( ) (1 ln(1 )) 0
ln(1 )

Lf L L L
L

    


donc ln(1 ) 1L  , et L=e-1. 
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Exercice 3 probabilités 
PARTIE I 

1. Informatique probabilités  

 
a) Fonction LANCER 

 
 

b) Fonction PREMIER_PILE 

 
 

c) Un programme 

Commentaire :  
Until 2j   pour la simulation de 2Y Y  
Until j k  si on veut simuler kY  
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2. nX compte le nombre de succès (les PILE), lors de n expériences identiques et indépendantes à deux 
issues, la probabilité de succès étant p : ( , ); ( ) ; ( )n n nX n p E X np V X npq   . 
 
3.  Y   . 

4.   1 20 ( ) ²P Y P F F p    .   1 2 3 1 2 31 (( ) ( )) ² 2 ²P Y P F F F F F F qp pqp qp          par 
incompatibilité des événements de l’union et indépendance des tirages. 
  1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 43 (( ) ( ) ( )) 3 ² ²P Y P F F F F F F F F F F F F q p              . 

 
5. On procède par double inclusion : si ( )Y n est réalisé, alors on a eu deux PILE et n FACE donc n+2 
lancers. Le dernier lancer a donné le deuxième pile, donc 2nF  est réalisé. Le premier pile est apparu au 
cours des n+1 premiers lancers, il n’y a pas eu d’autre PILE pendant ces lancers :  1 1nX   est réalisé. 

Réciproquement si 2nF    1 1nX   est réalisé, alors le nombre de FACE avant le deuxième pile est n et 

( )Y n est réalisé. On a donc ( )Y n = 2nF    1 1nX   . 
 
6. ( )P Y n =    1 2 1 2( 1 ) 1 ( )n n n nP X F P X P F       par indépendance des lancers. 

1
( ) ( 1) ²

1
n nn

P Y n pq p n p q
 

    
 

. 
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7. 1

0 0 1

( ) ( 1) ² ²n i

n n i
P Y n n p q p iq

  


  

      on reconnait une série géométrique dérivée de raison ]0,1[q

donc convergente et 
0

1( ) ² 1
(1 )²n

P Y n p
q





  
  . 

 
8. Sous réserve d’absolue convergence : la simple convergence suffit puisque , ( ) 0nP Y n  

2

0 0 1

( ) ( ) ( 1) ² ² ( 1)n i

n n i
E Y nP Y n n np q p q i i q

  


  

         on reconnait une série géométrique dérivée de 

raison ]0,1[q donc convergente, ce qui lève la réserve ; Y admet une espérance  

 3

2( ) ² 2
1 )

qE Y p q
pq

 
  
  

. 

9.  kY   et    1, 1k n k n kn Y n X k F          
Par indépendance des tirages, on a

      1
1

1 1
, 1

1
k n k n

k n k n k

n k n k
n P Y n P X k P F p q p p q

k n


  

      
               

  

 
 
PARTIE II 

1. ,x 

0      si 0
( )   si [0,1]

1       si 1
R

x
F x x x

x


 
 

. ( ) ( ) (1 ) ( 1 ) 1 (1 )S RF x P S x P R x P R x F x           . 

Si 0,1 1x x   , alors ( ) 1 (1 ) 1 1 0S RF x F x      . 
Si 0 1,0 1 1, (1 ) 1Rx x F x x        alors ( ) 1 (1 ) 1 (1 )S RF x F x x x        
Si 1,1 0, ( ) 0Rx x F x    alors ( ) 1 (1 ) 1 0 1S RF x F x      . 
On constate donc que R suit aussi la loi uniforme sur [0,1] 
 
2.            ( ) ( ) ( 1 ) ( 1 )P T t P R t S t P R t R t P R t R t               . 
 

3. Si 1 ,1
2

t    
, alors 11 0,

2
t     

 

   ( 1 ) (1 ) ( ) (1 ) (1 ) 2 1R RP R t R t P t R t F t F t t t t                . Donc ( ) 2 1P T t t   . 

 4. Si 1
2

t  , alors 11
2

t  . Les événements     et 1R t R t   sont incompatibles : ( ) 0P T t   

Si 1t  , alors1 0t  . Les événements     et 1R t R t   sont certains et  ( ) 1P T t   

Bilan : 

10      si 
2
1( ) 2 1  si [ ,1]
2

1       si 1

T

x

F x x x

x

 

  





 On reconnait la loi uniforme sur 1 ,1
2
 
  

et   3
4

E T   
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 Sous réserve de convergence   2E T   2
Tt f t dt



  avec  

10 si ,1
2

1 12 si ,11 21
2

T

t

f t
t

     
        


 

 2E T 
1 2
1
2

2t dt  donc  2E T existe puisque la fonction : 22t t continue sur 1 ,1
2
 
  

 

 V T existe et on a  
1 23

1
2

3 2 2 9 12
3 4 3 24 16 48
tV T

          
  
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rapport 

    

            
           
               


     

             
           


           
           
           
 

            
 

          
    

           
             

               
     

 

 

      

             
               
       

            
          

            


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            
              
               
            
             

                
            
           
            
             
   

               
       

              
              
          

     

             
      

       

             
 

             
           
               
         

 

              


              
              
          
            


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ESPRIT DE L’ÉPREUVE sUJET corrigé RAPPORt

               
             
   

           

           

              

            


  
     

          

         

            
           

             
             
            

         

 

      

                
             
   

              
           
             
         
          
            


          

            
    

           
       
           
 
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            
    

              
   

            
       

             
              
             

            
        

      

              
       

            
              
                
            
          
       

           
   

            

        

              
  




